Glohy prvad série pfipravil Dr. Jifi lottas. Opravovali Viv Novak, Jana Syrovatkoyy
a Tumas Visek.
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Ulmiuva: Je-ll & = (Ui, - ,un}, budeine psat n’.tuj Ui Pro i = 1,..., 1 (permutace 8
Via)eline Jednoanalng oblazeil {1, rs} na sebe ) V séuladu $ i uaucu..u‘ue aff tandvou
permutaci v, pro i (1) = a(B(1)), ¢ bud' iaefing ymmul.aﬂ,c (LU) Y it e =, a"tl =

] =1
aa™, a” =1 pud lanOVa pefmutace, pro kierou o

= a"ta = ¢ (rozuiysiele s), e takov a
cuaLch ,Jm.Vc Juuua.}, nakonec a™ ™ = (u: 1) n Ounalme si Jeste S,Jeud-uu pelfinutace )\ —
|A,J,...,n,1] {(fiheyme yi levy a."uﬂ) a T.J{t) = T;_,(J) = 1, f;_,(h) =K prov £k £y
(brunsp uLiCE).

Rosiiysieie si, i pro Libovolhou pertiutac & = lu.l, U2y ey Un)Je ON = [Uz,05, ... ln, ail.
Rosinysiele sl lane, jax vypadap perinutace A, Oy a Tijo.
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i.Woha UspoOfadejie vsech 24 periiulacs Gsel 1, 2, 9,4} lak, aby hasue Ave po subé jdoudi
pefiutace byly uplie piehazene.

Jedna & i00Znost je hapt. [1,2,9, 4, ;‘.,3 4, l,, ,.s 4, 1,1.1, |4 1,2, JJ, (1,3,4,2], 54,2, 1),
[4,',1, l, 12, 1, 5, 4], [3,2,4,9), [£,4,9,1], [4,9,1,% a,, 9, 1,2,44, 1,4, 3, 24,714, 3y 2y djy. 902, 1y 4l
:qs l: rll:)l 2:"‘1‘; [:5;21.‘*: 1}; {2341 11‘)1: qu 1:‘3’3 "J.! [’-1‘*1 "a ]1 [“s y ‘5: 111 12: b; 1'1 ‘i}, {:), 1,4,21.

Z. GWiona .IJUI\MLC, i pro no 2> 4, lee nl gcum.ﬂ.au isel {1,2,...7n} uspofadal Vak, aby razde
dve po sobe Jadudi perimulace byiy upine preiazene.

Aulorsie fesenl TeLO ’muuy JSeLl fienasel. Piouo Jsem se roszhoal I't:pfuu‘u.l\UVd.l 4a, Juua.\'uu
Giyslennu & feseii Palriku Hurm!..u. (4 b’ GAM). Pro n = 4 uz fesenl maime (Glona &.1).
h.ubum Yy LuOh‘u Pro > . \c ) pL‘Ve lJuuu..u..uu. tvrnt:m
Lemuna 0:  Pefmulace & a a;J se bhuuuj: Prave na ‘Lt:L.u uual.ut.u, na m.cryu; se auuouJ ta U
Permutace & a Ji se siodu)l prave na “1olika’ isted, na kolika se snodu Hia ;J ( Diikaz je
neululik bnudny, Ze jey pf‘cnéchumt‘: Iuakuvc‘mu acnuﬁ z4 (.m(.r:ﬂ%) 9
ueuuna i: Pron .’ J 1z€ l.lbtJUI'd-Ud.T. vsech ! peulmtd.u u—gr\h\uvc N0ZIny” th., d.Uy La,u.ue
ave po sobe _]uuuu neoyly ugl.uc prcud.aeue. §

Dlikaz: Uspofatdni bude Vypadat tdx\, ze nc_,gm: bude - m — i) puuum.ac; sadcinayicicn
quun.nuu, pan (n—1)! pes Futaci': l;d-bllld JlClL.h avogkou ad. Je achuu: e perriutace v "haZdée
saupiie fhuzeimne uLluVuusé ,uuua.z.et anls UYL.hUuL ‘Llu'l ayusbuu.l, ie pu sobhe JdO'U.Cl. ,’cuﬁu‘ad‘«'ﬁ
Ve slejne Shupine U‘-IdUU. uguu.—: prc.ud.amm. 1’ rviu :x\prlxu Ledy puueuncuue jax Je a Ve aruie
daiie Iia mmwh Tahovou pcuuul.d.u &a\,mdyu uvy Jm‘.-u M.efa s€. buae s posiedns prvai
Saupiny siwdoval aspon la Jt‘:uuu;u (Muste. Jc-u ,Jum.t:um 2 pj.'V'ul .mu,uuy &, me pOum'B l‘ldr’f '
Ty, Ta s€ podie Lefmimatu U shoduje s Chnan—2 2 1 fnlstech. Takto puatupné uxuduIl.n’uJe“*e



ostatni skupiny. Vidy, oznaime-li a posledni permutaci k-té skupiny, v (k + 1)-ni ddme na
zatdtek Ty p410. Tim dostaneme vyhovujici uspofadani.

Lemma 2: Shoduji-li se permutace o a 3 aspofi na dvou mistech, existuje k € {1,...,n—1}
takové, Ze a\* a B jsou lplné piehdzené.

Dikaz: Ozna&me si p; podet mist, na kterych se shoduji a)' a B a g; polet t&ch k, pro ktera
se aAk a B shoduji na i-tém mist&. Snadno nahlédneme, Ze po+---+pn—1 =qo+ -+ gn-1.
Na druhou stranu si ale uvédomme, Ze v permutacich a\® se pro k € {0,...,n—1} vystfida
na libovolném misté kazdé z &isel 1,...,n pravé jednou. V3echna ¢; jsou tedy rovna jedné.
Pak ale po + - -+ + pn—1 = n. ProtoZe ale predpoklddame, Ze po > 2, musi nutné existovat 1,
pro které je p; = 0 (a samozfejmé i # 0).

Nyni k vlastnimu feSen ilohy. Ozna&me si a1, ... ,an VvSechny permutace &sel {1,...,n}
takové, e o;(1) = 1 (N = (n—1)!). Tyto permutace zfejmé pfirozenym zpisobem odpovidaji
viem permutacim &sel {2,3,...,n}. Podle Lemmatu 1 je tedy miiZeme uspofadat tak, aby se

@vidy a; a aj41 shodovaly aspofi na jednom misté jiném nez prvnim. Celkové se tedy kazdé
dvé sousedni budou shodovat aspofi na dvou mistech.

Neni té3ké si uvédomit, Ze kaZdou permutaci {1,...,n} miZeme jednoznaén& napsat ve
tvaru o;\¥, kde i € {1,...,N}, k € {0,...,n—1}. Déle z Lemmatu 0 snadno dostaneme, Ze
pro j # k je ;M Gpln& pfehdzend s o; \k. Narovname-li za sebe vidy a;, o, ... ,05A" "1,
dostaneme blok permutaci takovy, Ze kazdé dvé z né) jsou 1iplné prehazené. Srovname-li ted
bloky za sebe podle hodnot i, vidime, Ze stali ukdzat, Ze lze vidy i-ty blok (= 1yee aN=1)
prerovnat tak, aby na zalitku zfistala o; a na konci byla n&jaka permutace, ktera je Gplné
prehazena s a;4+1. To, Ze blok takovou obsahuje (a Ze to neni «;) oviem zarucuje Lemma 2,
nebot o4 a ;41 se shoduji aspoh na dvou mistech.

3.1uloha Necht o a B8 jsou fiplné piehazené permutace &isel {1,2,...n} (n > 4). Pak existuji
permutace v a & tak, Ze kaZda z nich je Gpln& prehdzend s o i 8. Dokaite.

Jak si nékolik feSiteld poviimlo, vypadlo ze zadani slivko riizné. Kdybychom ovSem
nepozadovali, aby v # 6, necht&li bychom po vas hledat dvé permutace a spokojili bychom
se s jednou. UkdZu zde Fe3eni, pro které budou dokonce v a 6 1iplné piehazene.

Nazvéme cyklem takovou permutaci v = (a1a2...ax) (2 < k < n; a1, ... ,a; rliznd), pro
kterou je y(a;) = aj+1 pro i < k a y(ax) = a1. Podle nového znaceni 7;; = (ij). Rozmyslete
: si, ze kaZdou permutaci lze zapsat jako soudin po dvou disjunktnich cykld (cykly nazveme
3 disjunktni, jestliZe neobsahuji spole€ny prvek). Déle si rozmyslete, Ze pouZitim Lemmatu0

ﬁze {ilohu pfevést na pfipad 8 = ¢ (pfendsobime vSechny &tyfi permutace permutaci g1 Je

_také uZitetné si uvédomit, Ze jsou-li n a £ disjunktni cykly, je n§ = &n.

| Necht a = (a1b1)(a2b2)...(apbp)(c1dier)...(cqdgeq)n .. .7r, kde n; jsou cykly aspon
| &tyf prvki. Navic lze o takto prepsat takovym zpfisobem, Ze pouZité cykly jsou po dvou
disjunktni. VSimnéme si, Ze pro p = ¢ = 0 sta&i zvolit jednoduse v = a?, § = a3, Oz-
natme 1 = m; ...7Nr. Tvrdime, Ze hledané permutace lze vzit ve tvaru v = a1n?, 6 = a21°.
Zbyva najit vhodné o1, sigmaz pro p + ¢ > 0. Je-li p # 1, ¢ # 1, funguje napf. o1 =
(araz...ap)(bib2...bp), o2 = (a1b1)(azbz)... (apbp)(cidieq) ... (cqdgeq)oy (napidte si ta-
bulku).
| Je-li p =1, ¢ = 1, bude fungovat nésledujici:




L g b a & e

o by a1 di e1 ¢
o1 aq d e a1 b
o2 d e1 hh a a

Prop=1¢>3resp.p>3,¢9= 1 1ze udélat totéZz s tim, Ze se zbyvajicimi dvoj-
nebo trojeykly nalozime stejné jako nahofe (jsou aspoh dva). Je-li p =1, ¢ = 2, udélame

nasledujici:
a1 b a di e1 c dy e

L

o by a1 di e c¢1 d2 e ¢

a1 g c2 ap d2 ex b1 di e

o2 cg c1 da e ay di e1 b

Prop= 27 =4 proveden:e toto: R s R

a by ay by a2 di e1 ¢
a1 c1 di e1 a1 b1 a2 ba 0
o) d ¢ a1 e a2 b a

Kone&ng, je-li p = 1, ¢ = 0, pak musi byt » > 1 (dohromady cykly pokryvaji celé
{1,...,n}). Pak rozbijeme cyklus y1 = (f1...fs) (s = 4). V tomto pfipadé stadi zvolit
o1 = (a1 f1)(ba f1), o2 = (a1 f2)(b1f3) (nakreslete si op&t tabulku). Analogicky, bude-li p = 0,
g = 1, dosp&jeme k fedeni pomoci o1 = (c1f1)(d1f2)(e1f3), o2 = (c1f3)(d1f1)(e1 f2).

4.dloha Kolik je permutaci &isel {1,2,...n}, které jsou iplné pfehazené s permutaci
[s25500m]2

V3ech permutaci je n!. Od t&chto je tfeba odecist pocet téch permutaci, které se maji
na i-tém misté& i. Téch je n(n — 1).. Tak ovSem odectu dvakrit ty permutace, které majf na
i-tém mist& 7 a na k-tém misté k, k # 7. Jejich pocet je tedy treba pficist. A tak dale. Tento
obecny postup se nazyva princip inkluze a exkluze. Snadno jiZ nahlédneme, Ze nami hledany

podet permutaci je
n
S0 () -
i=0 :

5.1dloha Necht n = 9. KaZdou permutaci ¢isel {1,2,...9} lze chapat jako zapis deviti-
ciferného &sla v desitkové soustavé. Oznaéme U mnoZinu viech permutaci, které jsou tplné
prehazené s permutaci [1,2,...9]. Jaka je, pfi vy3e uvedené interpretaci, priimérna hodnot
&isel z mnoZiny U? .
Oznalme S mnoZinu v3ech permutaci iplné prehdzenych s ¢ a P jejich podet (spocitali
jsme ho ve &tvrté uloze). e = 4
Lemma 3: Mégme &isla 1 < 4,7 < 9, 1 # j. Pak je pofet té&ch permutaci Cisel tplné
prehazenych s ¢, které maji na i-tém mist& j, roven P/8.
Diikaz: Stali ukazat, Ze vezmeme-li si &isla j a k, j # © # k # j, najdeme bijekci mezi
permutacemi uplné pfehdzenymi s ¢, které maji na i-tém misté j, a témi, které tam maji k.
Ozna&me si Jo, J1, Ko, K1 mnoZiny téch permutaci o € .S, které spliiuji pfisluinou vlastnost:
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Jo: a(i) =7, a(j) # k
Jl: a(i)zj, a(j):k
Ko: a(i) =k, a(k) # 7
Ky Tals)i="k;o(k) =y
Najdeme-li bijekci mezi Jo a Ko a mezi J; a K1, budeme hotovi. Zobrazen{ o +— (7k)cx
zobrazi Jo do Ko (toto zobrazeni prost& prohodi v « &isla j a k). Mdme totiz a(i) = j =
Uk)a(i) = k # 1, a(k) # k = (jk)a(k) = (k) ¢ (4,k}, a(§) # k = (jk)a(j) £
J. Zobrazeni je ale bijekce na mnoZiné viech permutaci, kterd je inverzni sama k sobé a
stejnym zpilisobem ukaZeme, Ze zobrazuje Ko do Jo. Je to tedy hledani bijekce. Zobrazenf
a +— a(ijk) pak zobrazuje Ji do Kj: Je totiZ a(ijk) (i) = a(j) = k, a(ijk) (5) = a(k) ¢ {7, k)
a a(ijk) (k) = a(i) = j. Opét je to bijekce na mnoZiné viech permutaci a snadno se ukéZe,
Ze inverzni zobrazeni a — a(ikj) zobrazuje K; do J;
Nynf uZ spoditame aritmeticky priimér. Je roven

. 1 i PP T e e 105
F2210 a(z]:FZIO Zo(z):F‘;w E}—S—z

g€Si=1 i=1 €S =1
J#i

9
% % > 10%°7 (45 — j) = 1(45- 111111111 — 123456789).
=1

Druha rovnost je jednoduchym disledkem Lemmatu 3, tfeti se odvodi tak, Ze nejprve vytkne-
me P/8 a potom si uvédomime, Ze soudet j ve vnitini sumé je roven 14+2+---49—j = 45—,

Ulohy druhé série vymyslel Toma3 Visek. ReSenf opravili Stanislav Hencl, Michal
Kubeéek a Jana Syrovatkova.

Seznam Skol

GAHL Gymnazium, Adidmkova t¥. 55, 53901 Hlinsko v Cechich; GAM Gymnazium, Grosslin-
gova 18, Bratislava; GAMO Gymnazium, Cs. armady, 43401 Most; GAR Gymnéazium, Arabska
14, 16000 Praha 6; GBEN Gymnazium, Husova 270, 25601 Benesov; GBER Gymnazium,

{.Waguerovo namésti, 26601 Beroun 2; GBNL Gymnazium Brandys nad Labem; GBOP
Gymnazium, Botidska 1, 12000 Praha 2 GBRU Gymnazium Bruntal; GCCK Gymna-
zium, ChvalSinska 112, 38101 Cesky Krumlov; GDAC Gymnéazium, B. Némcové 213/V., 38001
Dagice; GDPA Gymnazium, DaSicka 1083, 53003 Pardubice; GDTP Gymnéazium Poprad;
GHBR Gymnazium Havlickiv Brod; GHJH Gymnazium, Husova 33, 37715 Jindfichiv Hradec;
GHOM Gymnéazium, Hej&in, Olomouc; GHUM Gymnézium, Hradska 894, 39601 Humpolec;
GJCB Gymnazium, Jirovcova 8, 37161 Ceské Budéjovice; GJGT Gymnéazium, J. G. Tajovského,
Banska Bystrica; GJIC Gymnazium Ji¢in; GJKT Gymnazium, Tylovo nabiezi 682, 50223
Hradec Krélové; GJLB Gymnazium, Jeronymova 27, 46007 Liberec 7;, GJNE Gymnézium,
Hellichova 3, 11800 Praha 1; GJUL Gymnazium, Jate&ni 22, 40001 Usti nad Labem; GKJB
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