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ostatni skupiny. Vzdy, oznacime-li o posledni pcrmutaci k-te skupiny, v (k + 1 )-ni dame na 
zacatek 'Tk,k+ 1 et. Tim dostaneme vyhovujkf usporadani. 
Lemma 2: Shoduji-li se permutace o a /3 aspon na dvou mfstech, existuje k E {1, ... , n-1} 
takove, ze o.Xk a {:J jsou uplne prehazene. 
Dtikaz: Oznacme si Pi pocet mist, na kterych se shoduji o>.i a /3 a qi pocet tech k, pro ktera 
se o.X k a /J shoduji na i-tem mfste. Snadno nahiedneme, ze Po+· · · + Pn-I = qo + · · · + qn-1 • 

Na druhou stranu si ale uvedomme, ze v permutadch a>.k se pro k E {O, ... ,n-1} vystifda 
na libovolnem miste kazde z cfsel 1, . .. , n prave jednou. Vsechna qi, jsou tedy rovna jedne. 
Pak ale po + · · · + Pn-1 = n. Protoze ale predpoklada.me, ze po 2: 2, musi nutne existovat i, 
pro ktere je Pi = 0 (a samozrejme if:. 0). 

Nynf k vlastnimu resenf ulohy. Oznacme si a1, .. . ,oN vsechny permutace cfsel { 1, ... , n} 
takove, ze o,(1) = 1 (N = (n-1)!). Tyto permutace zrejme p.rirozenym zpusobem odpovidaji 

i/!lla.vsem permutadm cisel {2, 3, ... , n }. Podle Lemmatu 1 je tedy muzeme uspora.dat tak, aby se 
•''vzdy o, a a,+l shodovaly aspon na jednom miste jinem nez prvnim. Celkove se tedy kazde 

dve sousednf budou shodovat aspon na dvou mistech. 
Neni tezke si uvedomit, ze kazdou permutaci {1, ... , n} muzeme jednoznacne napsat ve 

tvaru Oi,Ak, kde i E {1, ... , N}, k E {0, ... , n - 1 }. Dale z Lemmatu 0 snadno dostaneme, ze 
pro j f:. k je o,>.j uplne prehazena s Oi,Ak. Narovna.me-li za sebe vzdy Oi, Oi,A, ... ,o,>.n-l, 
dostaneme blok permutaci takovy, ze kazde dve z nej jsou uplne prehazene. Srovname-li ted' 
bloky za sebe podle hodnot i, vidfme, ze stacf ukazat, ze lze vzdy i-ty blok ( i = 1, ... , N - I) 
prerovnat tak, aby na zacatku zustala Oi a na konci byla nejaka. permutace, ktera. je uplne 
pfehazena. s oi+l · To, ze blok takovou obsahuje (a ze to neni ai) ovsem zarucuje Lemma 2, 
nebot Oi a Oi+l se shodujf aspon na dvou mistech. 

3. uloha Necht o a /3 jsou (1plne prehazene permutace cfsel {1, 2, ... n} (n 2: 4). Pak existujf 
permutace -y a 6 tak, ze kazda. z nich je uplne preha.zena. s a i /3. Dokazte. 

Jak si nekolik resitelu povsimlo, vypadlo ze zada.nf sh'lvko ruzne. Kdybychom ovsem 
nepozadovali, aby -y f:. 6, nechteli bychom po va.s h!edat dve permutace a spokojili bychom 
se s jednou. Ukazu zde reseni, pro ktere budou dokonce -y a 6 uplne prehazene. 

Nazveme cyklem takovou perrnutaci -y = (a1 a2 ... a1c) (2 $ k $ n; a1, ... ,a1c ruzna), pro 
kterou je -y(ai) = ai+1 pro i < k a -y(a1c) = a1. Podle noveho znaceni Tij = (ij). Rozmyslete 
si, ze kazdou permutaci lze zapsat jako soucin po dvou disjunktnich cyklu (cykly nazveme 
disjunktni, jestlize neobsahuji spolecny prvek). Dale si rozmyslete, ze pouzitim Lemmatu 0 

~ze ulohu prevest na pfipad /3 = 1, (prenasobime vsechny ctyri permutace permutaci /3-: 1 . Je 
~ _; take uzitecne si uvedomit, ze jsou-li T/ a € disjunktni cykly, je rit = tTJ. 

Necht o = (a1bi)(a2b2) . . . (apbp)(cid1e1) ... (cqdqeq)T/1 .. ,T/r, kde 1/i jsou cykly aspon 
ctyf prvku. N avic lze o takto pfepsat takovym zpusobern, ze pouzite cykly jsou po dvou 
disjunktnf. Vsimneme si, ze pro p = q = O staci zvolit jednoduse -y = o 2

, 6 = a 3
• Oz

nacrne r, = T/1 •.. T/r. Tvrdime, ze hledane permutace lze vzit ve tvaru 'Y = <11 ri2, 6 = <12113. 
Zbyva. najit vhodne <11, sigma2 pro p + q > 0. Je-li p "I I, q f:. 1, funguje napf. <11 = 
(a1 a2 ... ap)(b1 b2 ... bp ), <12 = {a1 b1 )( a2b2) ... ( apbp)( CJ di e1) ... (cqdqeq )<11 (napiste si ta

bulku). 
Je~li p = 1, q = 1, bude fungovat nasledujici: 
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L a1 b1 c1 d1 e1 

a bi a1 di e1 Cl 

cr1 CJ d1 e1 ai b1 
cr2 d1 ei b1 c1 a1 

Pro P = l, q ~ 3 resp. p ~ 3, q = 1 lze udelat :otez s tim,_ ze se zbyvajfdmi dvoj
nebo trojcykly nalozfme stejne jako nahore (jsou aspon dva). Je-h P = 1, q = 2, udelame 

nasledujki: 
I, 

a 
a1 b1 c1 d1 e1 
b1 a1 d1 e1 c1 
CJ c2 a1 d2 e2 

cr2 c2 ci d2 e2 a 1 

e2 

di 
e1 

Pro p = 2, q = 1 provedeme toto: 
1, a1 b1 a2 b2 ct d1 e1 

a b1 a1 b2 a2 d1 e1 c1 

cr1 ci d1 e1 a1 bi a2 b2 
cr2 d1 c1 a1 e1 a2 b2 a1 

c2 
e1 
b1 

Konecne, je-li p = 1, q 0, pak musi byt r ~ 1 (dohromady cykly pokryvaji cele 
{1, .. . ,n}). Pak rozbijeme cyklus ,1 = (Ji ... /~) (s ~ 4). V tomto pripade staci zvolit 
cri = (aift)(b3/ 4), cr2 = (a1h)(b1/3) (nakreslete si opet tabulku). Analogicky, bude-li p = o, 
q = I, dospejeme k reseni pomoci cr1 = (c1ft)(d1/2)(e1/3), cr2 = (cih)(di/4)(eif2). 

4. uloha Kolik je permutaci cisel {1, 2, ... n }, ktere jsou uplne prehazene s permutad 
11, 2, .. . nj? 

Vsech permutad je n!. Od techto je treba odecist pocet tech permutaci, ktere se majf 
na i-tem miste i . Tech je n(n - 1)!. Tak ovsem odectu dvakrat ty permutace, ktere maji na 
i-tem miste i a na k-tem miste k, k f. i. Jejich pocet je tedy treba pricist. A tak dale. Tento 
obecny postup se nazyva princip inkluze a exkluze. Snadno jiz nahledneme, ze nami hledany 
pocet permutaci je 

n 

L(-l)n (~) (n - i)! 
i:::::O t 

s: uloha Neche n = 9. Kazdou permutaci cfsel {1, 2, .. . 9} lze cha.pat jako zapis deviti
ciferneho cisla v desftkove soustave. Oznacme U mnozinu vsech permutad, ktere jsou uplne 
prehazene s permutacf 11, 2, ... 9]. Jaka. je, pfi vyse uvedene interpretaci, prumerna. hodnoa, 
cisel z mnoziny U? · .,J 

. :. __ J 

Oznacme S mnozinu vsech permutaci uplne preha.zenych s i a P jejich pocet (spocitali 
jsme ho ve ctvrte iiloze). . 
Lemma 3: Mejme cisla 1 :S i, j :S 9, i f. j. Pak je ·pocet tech_ permutad cisel uplne 
prehazenych s L, ktere maji na i-tem miste 3, roven P/8. 
Dukaz: Staci ukazat, ze vezmeme-li si cisla j a k, j f. i =I k f. j, najdeme bijekci mezi 
permutacemi uplne prehazenymi s t, ktere maji na i-tem miste j, a temi, ktere tam maji k. 
Oznacme si Jo, Ji, Ko, I< 1 mnoziny tech permutaci a E S, ktere splnuji ptfslusnou vlastnost: 
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Jo: o:(i) = j, o:(j) ::/- k 
Ji: o:(i) = j , o:(j) = k 
J<o: o:(i) = k, o:(k) ::/:- j 
K1: o:(i) = k, o:(k) = j 

Najdeme-li bijekci mezi Jo a Ko a mezi Ji a K1 1 budeme hotovi. Zobrazenf o: ...--. (jk)o 
zobrazi Jo do 1(0 (toto zobrazeni proste prohodi v o: cfsla j a k). Mame totiz o(i) = j ==} 

(jk)o:(i) = k :f:. i, o(k) ::/:- k => (jk)o:(k) = o:(k) ¢ {j,k}, o:(j) ::/- k => (jk)o:(j) -f. 
j . Zobrazen1 je ale bijekce na mnozine vsech permutaci, ktera je inverznf sama k sobe a 
stejnym zpusobem ukileme, ze zobrazuje Ko do Jo. Je to tedy hledana bijekce. Zobrazenf 
a...--. o:(ijk) pak zobrazuje 11 do J( 1: Je totiz a( ijk )(i) = o:(j) = k, o:( ijk) (j) = o:(k) ¢ {j, k} 
a o:(ijk) (k) = o:(i) = j. Opet je to bijekce na mnozine vsech permutacf a snadno se ukaze, 
ze inverzni zobrazenf a ...--. o( ikj) zobrazuje }( 1 do Ji 

Nynf UZ spocitame aritmeticky prumer. Je roven 

9 9 l 9 9 2. I: I: 1010-.:cr(i) = 2. I: 1010-i I: o-(i) = - I: 1010-i I: j p = 
p uES i=l p i=l uES p i=l j=l B 

j:,/;,i 

9 

= ! L 1010-i(45- j) = ½(45 · 111111111 - 123456789). 
B i=l 

Druha rovnost je jednoduchym dusledkem Lemmatu 3, treti se odvod:i tak, ze nejprve vytkne
me P/8 a potom si uvedomime, ze soucet j ve vnitrni sume je roven 1 +2+· · ·+9-j = 45-j. 

Olohy druhe serie vymyslel Toma§ Visek. t'leseni opravili Stanislav Hencl, Michal 
Kubecek a Jana Syrovatkova. 

Seznam skol 
GAHL Gymnazium, Adamkova tr. 55, 53901 Hlinsko v Cechach; GAM Gymnazium, Grosslin

gova 18, Bratislava; GAMO Gymnazium, Cs. annady, 43401 Most; GAR Gymnazium, Arabska 
14, 16000 Praha 6; GBEN Gymnazium, Husova 270, 25601 Benesov; GBER Gymnazium, 

~ Wagnerovo namesti, 26601 Beroun 2; GBNL Gymna.zium Brandys nad Labem; GBOP 
Gymnazium, Boticska 1, 12000 Praha 2; GBRU Gymnazium Bruutal; GCCK Gymna
zium, Chvalsinska 112, 38101 Cesky Krumlov; GDAC Gymnazium, B. Nemcove 213/V. , 38001 
Dacice; GDPA Gynmazium, Dasicka 1083, 53003 Pardubice; GDTP Gymnazium Poprad; 
GHBR Gymna.zium Havlickuv Brod; GHJH Gymnazium, Husova 33, 37715 Jindrichuv Hradec; 
GHOM Gymnazium, Hejcin, Olomouc; GHUM Gymna.zium, Hradska 894, 39601 Humpolec ; 
GJCB Gymnazium, Jirovcova 8, 37161 Ceske Budejovice; GJGT Gymnazium, J . G. Tajovskeho, 
Banska Bystrica; GJIC Gymnazium Jicin; GJKT Gymnaziwn, Tylovo nabrezi 682, 50223 
Hradec Kralove; G.JLB Gymnazium, Jeronymova 27, 46007 Liberec 7; GJNE Gymnazium, 
Hellichova 3, 11800 Praha 1; GJUL Gymnazium, Jatecni 22, 40001 Usti nad Labem; GKJB 
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