
upozornil ze kazdou ulohu opravuje nekdo jiny, a to soucasne na ruznych mfstech. v jejich 

pripade t~ obvykle dopadne tak, ze jim celou serii_ opravim ja_(a ~bvykle na tom nevydelaji). 

Co se opisovacu tyce, tymovou praci nevylucuJeme. Problem Je ovsem v tom, ze za kolek

tivnf praci budou take kolektivne odmeneni. Za zcela spravne resenf vyrobene ve dvou lidech 

pak dostano,1 pet bodu dohromady (po zaokrouhlenf dva pro kazdeho). 

za 9rganizatory 
Michal l(ubecek 

TABULKA BONIFIKACI 

soucet 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 

1. roe. 0 2 4 6 8 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 21 22 22 23 23 24 24 25 25 

2. roe. 0 2 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 24 25 25 

3. roe. 0 1 1 2 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 10 20 21 23 25 

4. roe. 0 1 1 2 2 3 3 4 4 5 5 6 7 8 !) 10 11 12 13 14 15 17 19 21 23 25 

Koment are k 1. serii 

Jako obvykle, prvnf serie patfila k tern jednodussim. Za (pro nekoho mozna matoucim) 

oznaceni m Dirichletuv princip se skryva nasledujfci jednoduche tvrzeni: mam-li n mnozin 

A1, . .. ,An, jejichz sjednoceni ma n + 1 prvku, pak aspon jedna z nich musf byt aspon 

dvouprvkova. Lidove: dam-Ii don supliku n + 1 ponozek, musi byt v nekterem aspon dve. 

1. uloha V ravine je ctverec o strane 6 av nem 37 bodu. Dokazte, ze existuje 5 bodu, kte· · 

lezi uvnitf nebo na hranici ctverce o strane 2. 

-

Ctverec o strane 6 lze rovnobezkami s jeho stranami rozdelit na 9 ctvercu o strane 2. Kdyby l 
uvnit.f, ci na hranici kazdeho lezely nejvyse 4 body, bylo by v celem ctverci maximalne 36 

bodu. Coz jest spor. 

2. uloha Mejme Fibonacciho posloupnost, ktera je definovana nasledovne: a1 = 1, a2 = 
2, an = an-1 + an-2• Lze vyjadfit kazde pfirozene cislo jako soucet (nekolika) ruznych 

Fibonacciho cfsel? 

Dukaz provedeme matematickou indukci. Pro k = 1 tvrzeni jiste plati. Necht' platf i pro 
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vsechna i ~ k, k libovolne. Ukazme, ze tvrzeni plati i pro k + 1. Je-li k + 1 Fibonacciho c{slo, 
je tvrzenf jiste pravdive. Neni-li, odecteme od nej nejvetsi Fibonacci ho cislo mensf nd k + 1 
(ozna.cme ho an). Pokud bude (k + 1) - an < an, jsme diky indukcnimu predpokladu hotovi. 
(k + 1) - an tak totiz bude souctem Fibonacciho cisel, mezi nimiz neni un. K tomu aby bylo 
(k + l) - an < Un staci aby bylo Un+l - Un < Un , to jest Un + Un-1 - Un < Un, coz zajiste 
platf. Tim je dukaz dokoncen. 

3. uloha V rovine je dano n nekolinearnfch bodu { X J, • .. , Xn }, z nichz nektere jsou spojeny 
useckami (existuje alespon jedna usecka). Oznacme p(x1c) pocet bodu , s nimiz je x1c spojeno 
usec.kou. Je-li p(x1c) = p(x1), k -# l,pak neexistuje Xi ruzne od x, a x1c, ze x, je spojeno 
useckou s Xie i x,. Dokazte, ze pak existuje Xj E {x1, ... , Xn}, ze p(x;) = 1. 

.A Tvrzenf dokazeme sporem. Neche: jsou vsechna cfsla p(xi) ruzna od jedne. Oznacme P 
'Wejvetsf z nich (podle zadani P ~ 1); Xm bud nektery z bodu, pro ktere je p(xm) = P. Xm 

je pak spojen useckou prave s P body. Protoze kazde dva z nich majf spoJecneho souseda 
(xm), musf mft podle predpokladu kazde dva z nich ruzny pocet sousedu. V uvahu vsak 
piichazejf pouze cfsla od 2 {O nejde, protoze sousedi aspon s Xni, 1 podle predpokladu) do P 
(maximum). Tech je ale jen P - 1, coz je spor. 

4. uloha Behem seminare z matematicke analyzy, na ktery se dostavilo pouze pet studentu, 
kazdy z techto studentu prave dvakrat usnuJ. Ke kazde dvojici techto studentu existoval 
okamzik, kdy spali oba z dvojice soucasne. Dokazte, ze exjstoval okamzik, kdy spali alespon 
tfi studenti soucasne. 

Sporem, predpokladejme, ze tvrzeni neplati, pak existuje deset navzaJem disjunktnJch 
(casovych) intervalu, kdy spi pra.ve dva studenti. Poca.tecni bod kazdeho takoveho intervalu 
je okamzik, kdy usnul nejaky student. Vzhledem k tomu, ze kazdy z peti studentu usnul 
prave dvakrat, dostavame tak vzajemne jednoznacnou korespondenci mezi temito intervaly 
a okamziky, kdy jednotlivi studenti usinali. Podivejme se na pocatecni bod To prvniho z tech to 
intervalu.. Ole predchozich uvah je to okamzik, kdy usnul prvni student a ostatni usnuli poprve 
az pozdeji. To je ovsern spor s tim, ze od okamziku To spi dva studenti. 

Poznamka od opravovatele: Uff, to jsrne si dali! Vetsina reseni byla tak zoufale neprehled
nych, ze opravovat je bylo hotove utrpeni. Prosba vsern resitelu.m: zkuste si po sobe sve reseni 
alespon jednou nestranne precist. Vyhnete se tak nebezpeci, ze vase reseni budou obsahovat 

.ety, ktere nebudou (jazykove) davat zadny smysl. _ 

5. uloha Mezi libovoJnymi osmi slozenymi cisly z mnoziny {1 , 2, 3, 4, ... 360} existuji vzdy 
dve cfsla, ktera nejsou nesoudelana. 

Protoze 192 = 361, muzerne kazde slozene cislo z {1, 2, 3, 4, ... 360} zafadit do jedne 
z mnozin A2 , A3, A5 , A1, Au, A13, A11 podle toho, jaky je jeho nejmensi prvociselny 
delitel. Podle Dirichletova principu, vybereme-li z techto sedmi mno:zin osm prvku, museli 
jsme aspon z jedne vybrat aspon dva. Bylo-li to z Ap, pak tato dve cisla majf spolecne'ho 
delitele p. 
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