upozornil, Ze kazdou filohu opravuje nékdo jinj'r,“a to Sojléa's’né na ruznych mistech, V jejich
pfipad® to obvykle dopadne tak, Ze jim celou sérii opravim Ja'(a ?bvyfcle na tom nevydélaji),

Co se opisovaci tyce, tymovou praci nevylucujeme. P{'oblferfl;je ?vsem v tc‘nn, Ze za kolek-
tivni praci budou také kolektivné odménéni. Za zcela spravne reseni vyrobené ve dvoy lidech

pak dostanou pét bodii dohromady (po zaokrouhlenf dva pro kaZzdého).

za grganizatory
Michal Kube&ek

TABULKA BONIFIKACI

soucet|0(1]2|3[4|5]|6|7|8[9]|10]11 12{13|14|15/16|17(18(19|20|21|22|23|24|2"

l.roc.|0|2|4|6|8]|10/11(12]{13]|14]|15|16/17|18 19(20(21|21]22]|22|23]|23|24|24|25|25

2. roc.|0|2(4]|5]|6[7]8]9(10{11]12|13[14|15|16 17(18]19]20(21(22|23]|24|24(25(25

3.roc0112234567891011121314151617181920212325

4. roc.|ol1|1]2(2]|3[3|4|4|5|5|6]|7|8]|9]|10{11{12|13|14{15|17|19|21|23|25
Komentare k 1.sérii

Jako obvykle, prvni série patfila k tém jednodu3sim. Za (pro nékoho moZnd matoucim)
oznatenim Dirichletiv princip se skryva nasledujici jednoduché tvrzeni: mam-li n mnoZin
Aj, ... ,An, jejichZ sjednoceni ma n + 1 prvki, pak aspoii jedna z nich musi byt aspon
dvouprvkova. Lidové: ddm-li do n Suplikii n + 1 ponoZek, musi byt v nékterém aspoin dvé.

1.uloha V roviné je &tverec o stran& 6 a v ném 37 bodii. DokaZte, Ze existuje 5 bodi, kte"
leZi uvnitf nebo na hranici ¢tverce o strané 2.

Ctverec o strané 6 Ize rovnob&zkami s jeho stranami rozd&lit na 9 &tverci o strané 2. Kdyby
uvnit¥, & na hranici kazdého leZely nejvy3e 4 body, bylo by v celém &tverci maximaln& 36
bodii. CozZ jest spor.

2.uloha M&jme Fibonacciho posloupnost, kterad je definovana nasledovné: a1 = 1, a2 = ,
2, Gn = Gn—1 + an—2. Lze vyjadrfit kazdé pfirozené &islo jako soucet (nékolika) riznych
Fibonacciho &isel?

Diikaz provedeme matematickou indukei. Pro k = 1 tvrzeni jist& plati. Necht plati i pro

i
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vSechna i < k, k libovolné. UkaZme, Ze tvrzeni plati i pro k + 1. Je-li k + 1 Fibonacciho &fslo,
Je tvrzeni jisté pravdivé. Neni-li, odeétéme od n&j nejvétsi Fibonacciho &islo mensf ne# k + 1
(ozname ho an). Pokud bude (k+ 1) — an < an, jsme diky indukénimu pfedpokladu hotovi.
(k + 1) — ap tak totiZ bude souétem Fibonacciho &fsel, mezi nimiZ nenf an. K tomu aby bylo
(k+1) —an < an stadi aby bylo an41 — an < an, to jest an + an—1 — an < an, coZ zajisté
plati. Tim je dikaz dokonéen.

3.uloha V roviné je ddno n nekolinearnich bodi {x1,...,2n}, z nichZ n&které jsou spojeny
isetkami (existuje alespofi jedna fisetka). Ozna&me p(xy) polet bodi, s nimiZ je xz; spojeno
useckou. Je-li p(xx) = p(x1),k # l,pak neexistuje z; rizné od x; a x4, Ze z; je spojeno
tisetkou s zy i ;. DokaZte, Ze pak existuje z; € {z1,...,2Zn}, Ze p(x;) = 1.

Tvrzeni dokdZeme sporem. Necht jsou v3echna &isla p(z;) riiznd od jedné. Oznaéme P
Piejvétsf z nich (podle zadini P > 1); zm bud néktery z bodf, pro které je p(zm) = P. zm
je pak spojen tisetkou pravé s P body. ProtoZe kaZzdé dva z nich maji spole¢ného souseda
(zm ), musi mit podle pfedpokladii kaZdé dva z nich riizny pocet sousedil. V iivahu vSak
pfichazeji pouze &isla od 2 (0 nejde, protoZe sousedi aspof s £, 1 podle predpokladu) do P
(maximum). T&ch je ale jen P — 1, coZ je spor.

4.1loha Béhem seminafe z matematické analyzy, na ktery se dostavilo pouze pét studentii,
kazdy z téchto studentidl pravé dvakrit usnul. Ke kaZdé dvojici téchto studentil existoval
okamZik, kdy spali oba z dvojice soucasné. DokaZte, Ze existoval okamzik, kdy spali alespoii

tfi studenti souéasné.

Sporem, predpokladejme, Ze tvrzeni neplati, pak existuje deset navzajem disjunktnich
(¢asovych) intervali, kdy spi pravé dva studenti. Pocateéni bod kazdého takového intervalu
je okamZik, kdy usnul néjaky student. Vzhledem k tomu, Ze kaZdy z péti studentfi usnul
pravé dvakrit, dostavame tak vzajemné jednoznacnou korespondenci mezi témito intervaly
a okamZiky, kdy jednotlivi studenti usinali. Podivejme se na po&iteéni bod Tg prvniho z t&chto
intervalii. Dle predchozich tivah je to okamzik, kdy usnul prvni student a ostatni usnuli poprvé
az pozdéji. To je ovSem spor s tim, Ze od okamZiku T spi dva studenti.

Pozndmka od opravovatele: Uff, to jsme si dali! Vétsina feSeni byla tak zoufale neprehled-
nych, Ze opravovat je bylo hotové utrpeni. Prosba viem feSitelfim: zkuste si po sob& své feseni
alespoii jednou nestrann& predist. Vyhnete se tak nebezpeci, Ze vase feSeni budou obsahovat

déty, které nebudou (jazykové) davat Zidny smysl.

5.uloha Mezi libovolnymi osmi sloZenymi &isly z mnoZiny {1,2, 3,4, ... 360} existuji vidy
dvé &isla, kterd nejsou nesoudélana.

Protoze 192 = 361, miZeme kaZdé sloZené &islo z {1,2,3,4,...360} zafadit do jedné
z mnoZin Az, As, As, A7, A1, A13, A7 podle toho, jaky je jeho nejmen3i prvo&iselny
délitel. Podle Dirichletova principu, vybereme-li z t&chto sedmi mnoZin osm prvki, museli
jsme aspoi z jedné vybrat aspoii dva. Bylo-li to z A,, pak tato dvé &sla maji spoleéného
délitele p.
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