2. série
Diskrétni Glohy

1. ULOHA
Dokazte, ze pro kazdé n ptirozené plati

on+1)(2n — 1
1+32+52+---+(2n—1)2:”(”+;(” )

2. ULOHA

V prvnim roéniku MFF UK se seslo 6 divek, z nichz nékteré se jiz diive znaly (vlastnost
znét se je symetrickd). Brzy zjistily, Ze v libovolné trojici existuji alesponl 2, které se
znaji. Rozhodnéte, zda pak existuje nutné trojice, v niz se vSechny znaji.

3. ULOHA
V roviné je n bodi. Ukazte, ze je lze obarvit 4 barvami tak, aby pro kazdy bod platilo,
ze vSechny body, které od ného maji minimalni vzdélenost, maji jinou barvu.

4. ULOHA

Ve tiidé je 40 lidi. Kazdy mé néjakého ze sedmi konickt. Zadny jich nemd vice nez
3. O kazdého z konicku se zajimé alesponn 10 zaku. Ke kazdé trojici konicka existuje
clovek, ktery se zajimé pravé o tyto tii konicky. Dokazte, Ze existuji dva konicky, o néz
se zajimaji alespon 4 stejni Zaci.

5. ULOHA

Dokazte, ze ke kazdému prirozenému ¢islu k existuje jeho nasobek, jehoz desitkovy zapis
obsahuje nejvyse 4 riuzné cislice.



Reseni 2. série

1. ULOHA

Dtikaz provedme matematickou indukci. Pron =1 je 1 = (1-2-1). Necht tvrzeni plati
pro n&jaké n € N. Poéitejme : 1 + 3%+ 5%+ -+ + (2n — 1)2 4+ (2(n + 1) — 1)? je podle
indukéniho predpokladu rovno w +(2n+1)2 = (2”+1)(7l(27§1)+3(2”+1)) =
(2n+1)(n43r1)(2n+3) _ (n+1)(2(n+1);r1)(2(n+1)71)' Co# bylo dokézati.

2. ULOHA

Diikaz provedeme sporem. Necht takova trojice neexistuje. Divky si ozna¢ime d1, ..., dg.
Urcite existuji 2 divky, které se neznaji. Necht to jsou bez Gjmy na obecnosti (dale
BUNO) dl a d2. Z tI'OjiC dl, d2, dg; dl, d2, d4; dl, d2, d5; dl, d2, d@ se Vidy alespoﬁ dvé
museji podle predpokladu znat. Mame dvé moznosti:

(1) Jedna z divek dy, do zna tii ostatni. Necht to jsou BUNO ds, dy, ds. Z nich
se opét dle predpokladu museji alesponn dvé znat. Tim vzniké trojice, v niz se
vSechny znaji. SPOR

(2) Kazda z divek dy, dy zna dvé jiné. Necht je to BUNO napfi. nasledovné: d; zna
ds a dy a ds zna ds a dg. Z trojice ds, d4, ds se opét dvé museji znat. BUNO ds a
ds (d3 a d4 vede ke sporu). Z trojice ds, d4, dg se bud znaji ds, dy coz je SPOR.
Nebo d3 a dg a nebo dy a dg. Pak jiz libovolna (nutnd) zndmost v trojici dy, ds,
dg vede ke sporu.

3. ULOHA

Reseni provedeme opét indukci. Pro n = 1 je vse jasné. Nechf tvrzeni plati pro néjaké
n € N. Mé&jme n + 1 boda. Je jich koneéné mnoho, a proto mezi nimi existuje minimélni
vzdélenost d. Vezméme nyni mnozinu M bodi takovych, ze nabyvaji od néjakého bodu
vzdalenost d. Témto bodim lze opsat kruh tak, ze v ném vSechny lezi a alespon jeden lezi
na jeho hranici. Tento bod m4 jisté (v M i v ptivodni mnoziné) maximalné t¥i nejblizsi
body. Ostatnich n bodt Ize obarvit dle indukéniho pfedpokladu. Nami nalezeny bod pak
jiz jen obarvime tak, aby mél jinou (&tvrtou) barvu nez jeho tfi nejblizsi body.

4. ULOHA

Ozna¢me M mnozinu vSech zaki a po fadé M;, M;;, M, ;;, mnozinu téch, ktefi se zajimaji

o i-ty, i-ty a j-ty, i-ty a j-ty a k-ty konicek. Podle principu inkluze a exluze je pak
7 7 7 . 7 7

M| = Zi:1 |M;| — ZU ‘Mw| + Zijk ‘ka| Tedy je 40 > 7-10 — ZLJ |sz| + (3) -1

Odtud Y7 | M;;| > 65. Jisté tedy existuji 4, j, ze |M;;| > 4.

5. ULOHA

Vezmeéme vSechna k+2 ciferna cisla slozena pouze z nul a jednicek. Téch je urcité alespon

k + 1 a tedy mezi nimi existuji dvé, ze po déleni ¢islem k davaji stejny zbytek. Jejich

rozdil je tedy Cislem k délitelny. V jejich rozdilu se ale vyskytuji pouze ¢islice 0, 1, 8, 9.

Najdete lepsi feseni?



