6. série
Vsehochut

1. ULOHA

Zemeékoule je pro nas i nadale neprtihlednd koule o poloméru R = 6378. Nad mistem
o zemépisnych soufadnicich (aq, F1) ve vysce hy je televizni vysila¢. Jak vysoko musi
byt v misté o zemépisnych soutadnicich (ag, 32) anténa, abychom mohli signal pfijimat?
Zemépisnymi soufadnicemi se rozumi zemépisnd $ifka a délka (v tomto poradi).

2. ULOHA

V roviné je dana ¢tvercové sit. Uvazujme mnohothelnik s vrcholy v m¥iZzovych bodech.
Dokazte, ze pro jeho obsah P plati P =V + %S — 1, kde V je pocet miizovych bodu
uvnitf mnohothelnika a S pocet miizovych bodl na jeho hranici.

3. ULOHA
Dokazte, ze pro kazdé ptirozené n > 1 je

4. ULOHA
Dokazte, Ze rovnice
10 11 9
101 22 + 11" 2 -9 =0

ma dva rtizné redlné iracionalni kofeny.

5. ULOHA
Oznacme a,, pocet n-tic nul a jednicek takovych, ze se v nich nevyskytuji tii nuly vedle
sebe. Zjistéte, kolik je a13 a jaky dava aige3 zbytek pii déleni tfemi.



Reseni 6. série

1. ULOHA
Jak jste si jisté vSimli, je oznaceni zemépisnych souradnic presné opacné nez u vzorovych
feSeni prvni série. To je samoziejmé omyl. Chtél jsem to udélat stejné ale nepovedlo se.
Oznacme V vysila¢, Ay pramét antény na povrch, S stfed Zemé. Nejprve spoci-
tame thel <V SAy. Zavedeme kartézskou soufadnicovou soustavu s pocatkem S tak,
aby severni pdl mél soufadnice (0,0, R) a bod na rovniku se zemépisnou délkou 0 mél
soufadnice (R,0,0). Bod V mé soufadnice ((R + h1)v1, (R + h1)va, (R + h1)vs) a bod
A() (Ral, Rag, Rag), kde

v1 = €O0s (31 CoS arp v9 = sin 1 cos ay v3 = sin o

a1 = €os B2 oS as as = sin (B3 cos ap a3 = sinas .

Uhel v = <V SAq spoéitame ze skalarniho soucinu jako (viay + veas + vsas).
Omezme se na rovinu V. SA4y. Rez povrchu Zemé touto rovinou je kruznice. Ozna¢me
D dotykovy bod teény z V na tuto kruzmici. Pak thel § = <V SD spocitame jako

arccos =2—. Snadno nahlédneme, 7e
R+hy )

— pokud v < 4, stac¢i anténa na povrchu;
— pokud v > 4 + 5, nemame viibec Sanci.

Predpokladejme tedy 6 < v < ¢ + 5. Pak <DSAg = v — ¢ a snadno nahlédneme, Ze
anténa musi byt ve vysce

hy > — 1

— - R.
~cosy—96

2. ULOHA

Lemma: (klicové) Bud dén trojihelnik s vrcholy v mfizovych bodech, ktery kromé
svych vrcholi Zadné jiné mrizové body neobsahuje (uvnitf ani na hranici). Pak je jeho
obsah %

Diikaz: Bez Gjmy na obecnosti lze pfedpokladat, ze jeden z vrcholit mé soufadnice
(0,0). Soutadnice ostatnich dvou ozna¢me (a1, as) a (b1, b2). Doplnime-li trojihelnik na
rovnobéznik, ovéfte si, Ze ani ten neobsahuje kromé svych vrcholu jiné mfizové body
(pro¢?). Uvazujeme-li systém rovnobézniki vzniklych z naseho posunutim o celoéiselné
nésobky jeho stran, pokryva nadm rovinu (to plati pro kazdy rovnobéznik). Protoze ten
nas neobsahuje jiné m¥izové body nez své vrcholy, musi kazdy miizovy bod (m,n) byt
vrcholem néjakého z rovnobézniku, tedy soustava

a1r+biy=m

asx + by =n



ma pro kazda m, n celoéiselnd feseni z, y. Tedy (viz. 4. loha druhé série) |a1by — agby| =
1. Toto ¢islo vSak neni ni¢im jinym nez obsahem rovnobézniku, tedy dvojnasobkem
obsahu ptivodniho trojuhelnika.

Méme-li nyni mnohothelnik bez vnitinich bodt, lze provést jeho triangulaci (rozdélent
na trojuhelniky s vrcholy ve ve vrcholech mnohothelnika). Trojthelniki je n—2, obsah je
tedy %(an) = %nf 1, coz odpovida. Déle lze postupovat indukci podle poétu vnitfnich
bodi: pro V = 0 uz vztah mame. Rozmyslete si, ze jinak lze rozdélit mnohotihelnik na
lomenou carou, jejiz koncové i ,zlomové“ body maji celoc¢iselné soufadnice, na dva,
jejichz pocet vnitinich bodit uz bude mensi (takze na né lze vyuzit indukéni predpoklad.
Oznacme analogické pocéty pro né Vi, Sy, Va, Ss, ¢ bud pocet bodi na délici ¢are.
Pak plati V = V; + Vo 4+ ¢ — 2 (pfibudou nové vnitini body z bodd na ¢are), S =
(S1 —¢) + (S2 — ¢) + 2. Dohromady

1 1
P:P1+P2:V1+§Sl—l+V2+§SQ—1:

(S1+82—2c+2)~1=V +%S—1,

N

=(Vi+Vatc—-2)+

coz jsme chtéli.

3. ULOHA

Pro n > 2 je n? < n3, a tedy (1 — #) < (1 — %) Stac¢i tedy dokazat analogic-

kou nerovnost, ve které se misto tfetich mocnin vyskytuji druhé. S vyuzitim identity

(1 . L) _ n?—1 _ (n—1)(n+1)
nZ) = 7 =

— o uz dostavame

n—|—1>1
5

2

1-3 24 (n-1)n+1) 1
5 =

n2 n

Jind moznost spoc¢iva ve vyuziti lemmatu ze vzorového feSeni prvni tlohy tfeti série
a provedeni néjakého podobného triku pro odhad vzniklého souctu. Naprosto nebylo
treba vyuzivat integralti, Taylorova rozvoje arctg z, Lagrangeovy véty o stfedni hodnoté
ani jinych neadekvatnich prostiedki.

4. ULOHA
Ze mé rovnice dva rfizné redlné kofeny, to se nejlépe poznéa podle toho, Ze jeji diskri-
minant je kladny. Vzhledem k tomu, zZe diskriminant D je roven

D= (1111“)2 +4.100" . 9%
neni o jeho nezapornosti jisté tfeba pochybovat. Kofeny rovnice jsou ¢isla % a je-

likoz koeficienty jsou raciondlni ¢isla (dokonce celd), je kazdy z nich raciondlni pravé
2
tehdy, kdyZ v/ D je raciondlni. Je-li v D = %, kde p, q jsou cela &isla, je D = 2—2. D je



viak celé &slo. Bylo by proto p? délitelné ¢2, a tedy i p by bylo délitelné ¢. v/D by tedy
muselo byt dokonce celé ¢islo. Dokazeme-li nyni

(1111“)2 <D< (111111 n 1)2 ,
budeme hotovi, nebot to bude spor s tim, ze by D bylo étvercem celého éisla. Upravujme:

2-10"° < 10-10° = 10" < 11"

111 5 100" 5 10210" — (101010)2 > 910" 10l0" 5 9%+ 110 5 9. 99" . 110",

Ziskanou nerovnost vynasobime dvéma, k vétsimu z ¢isel jesté pficteme jednicku, na obé
strany ,trosku“ pridame a dostaneme, co potfebujeme:

2 2
(1111“ n 1) - (1111“) +2.11" 41D,

Odhad D z druhé strany je zcela trivialni.

5. ULOHA

Predpokladejme, Ze zname ai pro k = 1,...,n a chceme védeét, kolik je pfipustnych po-
sloupnosti o délce n+1. Odfizneme-li z piipustné posloupnosti posledni ¢islo, dostaneme
opét pripustnou posloupnost. VSechny tedy dostaneme tak, Ze k ptfipustné posloupnosti
pfidame nulu nebo jednicku. Kdybychom ke kazdé mohli pridat obé, dostali bychom
2a,,. Pridanim jednicky urcité posloupnost nezkazime. Pridat nulu muzeme vzdy kromé
pfipadu, kdy posloupnost kon¢i ...00. Odfiznutim poslednich t¥i ¢islic dostaneme pii-
pustnou posloupnost délky n — 3 a naopak ke kazdé z pfipustnych posloupnosti délky
n — 3 lze ptidat 100'. Pocet piipadi, kdy nelze ptidat nulu je tedy a,_3. To znamena,
ze

(1) Ap+1 = 2an — Ap—-3 -

Snadno odhalime, 7e a; = 2, a3 = 4, a3 = 7, ag = 13. Pomoci vztahu (1) lehko spoéitame
dalsich devét hodnot:

n 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13
an, 2 4 7 13 24 44 81 149 274 504 927 1705 3136

Oznacime-li b,, posloupnost zbytku ¢isel a,, pti déleni tfemi, bude b, 11 rovno zbytku
¢isla 2b,, — by,—3 pii déleni tfemi. Z prvnich étyf hodnot (2, 1, 1, 1) snadno dopocitdme
dalsi:

1000 pfidat nelze, proto odifezavame tii &islice



n |1 2 3 4 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17
b, |2 1 1 1 2 0 2 1

)
0 0 011 2 1 1 1

Protoze bi4 = b1, b1s = ba, big = b3, bi7 = by a hodnota b, je jednoznacéné urcena
predchozimi ¢tyfmi hodnotami, mame pro kazdé n piirozené b,413 = b,. A protoze
1993 = 53 - 13 + 4, je biggz = by = 1.



