4. série
Velka cisla

1. 0LOHA

Reste nerovnici ”
(z!)! <1010,

2. ULOHA

Které z c¢isel

A, = 2320' }n pater B, = 323"‘ }n pater
je vétsi (v zavislosti na n)?

3. ULOHA
Je cela &ast ¢isla (v/2 + 1)1993 sud4 nebo licha?

4. ULOHA
Sefadte podle velikosti ¢isla

(1010) (") (101°) ! 101",

5. ULOHA

Cislo 94090 za¢in4 devitkou a ma 3817 é&islic (to nemusite ovéfovat). Zjistéte, kolik z &isel
9% kde k =1,2,...,3999 také za¢ina devitkou.



Reseni 4. série

1. ULOHA
Na tuvod poznamka od Michala Stehlika, ktery tlohu opravoval: pokud ukazete, Ze

(120! < 100" < < (131!, neni to jesté dostatecny davod k tomu, abyste tvrdili, Ze FeSe-
nim jsou praveé ¢isla 0, 1, ... ,12. K tomu je tfeba, aby z >y = (a!)! > (y) coZ je
skutecné ziejmé, ale je nutné aspoinn podotknout, ze toto tvrzeni pouzivame. J4 jenom
dodavam, Ze neostrou nerovnost pisu zcela zamérné (z =1, y = 0).

Poznamka ode mne: skuteéné znéni Stirlingovy formule je

nl
lim —— =1
o (1)

nebo presnéji

n! = V2mn (g)n (1 + 0 (%)) .

Odhlédneme-li od toho, Ze z tohoto tvrzeni samotného jesté zadné odhady neplynou, jde
o tvrzeni prilis silné na to, abyste je coby znamé pouzivali v korespondenénim seminéafi.
Ruku na srdce: umite Stirlingovu formuli dokazat?

Lemma 1. Pro kazdé n prirozené je n! < (%)7 .
Dikaz: 7 AG nerovnosti dostavame snadno

n 2
n+1\"
1<
s (M)

Lemma 2. Pro kazdé n pfirozené je n! > (%)n
Diikaz: Nejprve pomocna nerovnost:

OO

1 n=t T nl =

<1+1+ +—+ TR T L]
2.3 33 a1

Pro n = 1 dokazovand nerovnost plati. Necht nyni n! > (%)n Pak

(n+D!=n!-(n+1)> (g)".(n_'_l): (n;—l)"“




Nyni uz mizeme ukdzat, Ze nerovnici vyhovuji pravé éisla 0, 1, ..., 12. K tomu (viz.
vise) stadi overit, e (12!)! < 1010™ < (13!)!. Mame oviem (to se spocitd) 12! < 5 - 108,
13! > 6 - 10%. Tedy

5-108 +1

5-10°
: > < (109)5'108 — 109510° < 1(10010° _ 1010,

(12! < (5-10%)! < (

6-10° 6-10°

(13‘)' > (6 . 109)' 2 (2 . 109) _ 109-6.]_09 > 1010-109 _ 101010.

2. ULOHA

Snadno ovéfime A; = 2 < 3 = By, Ay = 8 < 9 = By, A3 = 512 < 6561 = Bs,
Ay = 26561 - 91024 _ 4512 4 3512 _ B

Lemma 3. Pron > 2 plati 23" > 32",

Diikaz: Zlogaritmovanim nerovnosti 32" = 81 < 512 = 23° dostaneme (logaritmus je
rostouci funkce)

> (107)

22In3 < 3%In2
2\ 2 _In2
3 In3
2\" < In2
3 In3
2"In3 <3"1In2
32" < 23",
Méame tedy Ay > By. Jeli A, > By, jei Apyg = 28™" > 287" 5 32" = B,
(prvni nerovnost vyplyva z toho, Ze 23" je rostouci posloupnost, druhd z lemmatu).
Z principu matematické indukce tedy A, > B,, pro vSechna n > 4 sudé. Je-li A,, > B,,

je Ay =28 <240 <34 = B, 1. Je tedy A, < B,, pro viechna n > 5 licha.
Shrnuto: jest A,, > B,, pro n > 4 suda, jinak A, < B,.

3. ULOHA

Pouzijeme podobnou myslenku jako u 1. tulohy 2.série. Cislaa =+v2+1a =1—+/2
jsou kofeny kvadratické rovnice 22 — 22 — 1 = 0. Plati tedy o? = 2a + 1, 32 = 28 + 1.
Vynéasobime-li rovnice o™ resp. ™ a sefteme, dostaneme (oznacime-li a,, = o™ + ")

ap42 = 2an+1 + an .

Je ag = 2, a; = 2. Indukci snadno dokéazeme, ze vSechny ¢leny posloupnosti jsou suda
celé ¢isla. Tedy i a1g93. Mame vsak

(V24 1)1 = a1993 — 819,



kde —1 < 8 < 0, 1993 je liché &islo, tedy také —1 < 31993 < 0. Dostéavame tedy
a1903 < (V24 1)1 < ayg93 + 1,

cela ¢ast (v/2 + 1)1993 je tedy ayge3, coZ je sudé éislo.

4. ULOHA

Cislo N! je sou¢inem N ¢&sel mensich nebo rovnych N. Az na jedno jsou dokonce oste
mensi. Snadno tedy vidime, ze N! < N pro N > 1. O tom, ze 10'° > 1 jisté nikdo
7 Tesitell (ani nefesitell) nepochybuje. Je tedy prvni &islo vétsi nez druhé. Ze je druhé

vvvvvv

10
1010\ 10 10 L
(101) ! > <%) > (10°)" > 10110 > 1011

Cisla tedy uz sefazena jsou a to sestupné.

5. ULOHA

Zaciné-li ¢islo A devitkou, je 9-10" < A < 10-10", a tedy 10" < £ A < 12.10". Zaciné-li
tedy 9% devitkou, maji 9¥~! a 9% stejny pocet ¢islic. Maji-li naopak ¢isla A a 94 n + 1
dislic, je zfejmé A > 10", 9-10™ < 94 < 10-10™ a 9A tedy zacind devitkou. Shrnuto:
9% a 9%+ maji stejny pocet &islic pravé tehdy, kdyz 951 zagina devitkou. V opaéném
pfipadé ma 9**1 o jednu &islici vice. Postupujeme-li od 1 = 99 k 94000 zv¥&i se nam
exponent o 4000, ale pocet Cislic jen o 3817 — 1 = 3816. Celkem 184-krat se tedy stalo,
ze dvé po sobé jdouci mocniny mély stejny pocet Cislic, coz je ekvivalentni s tim, Ze ta
druh4 zac¢inala na devitku. V téch 184 je ovSem zapocitana i mocnina 9490, vysledek je
tedy pouze 183.

Opét jedna (bohuzel) diilezitd pozndmka: samoziejmé neni problém napsat jedno-
duchy program, ktery ulohu vyfesi. Mohli jsme snadno pfiméfené zvysit exponent tak,
aby tato metoda neprosla. Spoléhali jsme vSak na to, Ze FeSitelé pochopi, ze jde o tlohu
matematickou, kterd m4 otestovat vasi schopnost logicky uvazovat, ne rychlost a paméto-
vou kapacitu vaseho pocitace. Ostaté, kdyz uz se problém fesi pomoci pocitace, je sa-
moziejmosti dodat Gplny vypis programu a protokol o béhu.



