8. série
Vsehochut

1. ULOHA
Na kruznici je umisténo 3k boda Aj, As, ..., Ag, které kruznici déli na 3k oblouki,
pficemz k oblouk® méa délku 1, k obloukd ma délku 2 a kone¢né k oblouk® méa délku 3.

Dokazte, Ze existuji indexy 7 a j tak, ze vzdalenost bodi A4; a A; je %.

2. ULOHA
Naleznéte celoéiselna feseni rovnice

\/x+\/x+ x4+ =1.

1991 —krat

3. ULOHA
Lze obarvit policka Ssachovnice o rozmérech m X n ¢ernou a bilou barvou tak, aby:
(1) pocet bilych poli¢ek se rovnal poctu éernych policek,
(2) kazdy sloupec i kazdy radek byl skorojednobarevny? (Sloupec resp. Fadek se na-

zyva skorojednobarevny, obsahuje-li vice nez 1 policek téze barvy.)

4. ULOHA
Mnozina A4 ma n prvki. Uréete nejvétsi mozny pocet t¥iprvkovych podmnozin mnoziny
A, které lze vybrat tak, aby kazdé dvé z nich mély jednoprvkovy prinik.

5. ULOHA

V predminulém ro¢niku naseho seminaie byl nasledujici priklad: Roziezte krychli o hrané
3 minimalnim poctem fezi na jednotkové krychlicky, pficemz je dovoleno roziezané casti
klast na sebe. V tomto pripadé byl minimélni pocet fezii 6: Snadno totiz nahlédnete,
Ze 5 Tezll nestaéi, nebot vnitini krychlicka musi byt od¥iznuta tolikrat kolik m4 stén a
Sesti fezy to dokaze i malé dité. Tuto tlohu snadno zobecnite na krychli o hrané n > 3.
Ucitite tak a ulohu vyteste.!

1Stépane K., jak se budou jmenovat viechny vnitini krychlicky?



Reseni 8. série

1. ULOHA

Predpokladejme, ze tvrzeni neplati. Konce vSech 3k obloukti obarvime cernou barvou.
Celou kruznici rozdélime na oblouky délky 1 a nové body déleni obarvime cervené. Vez-
méme néjaky oblouk AC délky 2. Jeho stfed B’ je obarven Gervené. Stfedové symetricky
bodu B’ je bod B, ktery je obarven ¢erné (uvédomte si pro¢). Oblouk AB mé délku
3k — 1 a lezi v ném n; obloukid délky 1, ny obloukd délky 2 a ng obloukid délky 3.
V oblouku CB lezi ng obloukt délky 1 a n; obloukt délky 3, nebot body stfedové sy-
metrické k ¢ernym koncim oblouku délky 1 jsou Cervené a lezi tudiz v oblouku délky 3.
Proto n3 = k — ny. Dosadime-li odtud do rovnosti 3k — 1 = ny + 2ns + 3ng, dostaneme
2ny — 1 = 2n4, coz je kyzeny spor.

2. ULOHA

Necht z a y jsou celoéiselné Feseni dané rovnice. Pak po mnoha umocnénich dostéavame,
7e m = \/z ++/x a k= /7 jsou cela ¢&sla. Pokud k > 0, potom m? = k? +k = k(k+1)
ak <m < k+1, neboli m neni celé ¢islo. Nutné tedy k = 0 a rovnice ma jediné trivialni
feseni x =y = 0.

3. ULOHA

Nelze. Dtikaz provedeme sporem. Necht takové obarveni existuje. Oznac¢me r pocet sko-
robilych sloupcti, s pocet skorocernych sloupci, p pocet skorobilych fadkt a g pocet
skorocernych rfadkt. Zfejmé p+q = m a r+s = n. MiZzeme piedpokladat, ze p < 5 < q.
Policko nazveme Spatnym, pokud mé jinou barvu nez vétsina policek ve stejném sloupci,
nebo pokud mé jinou barvu nez vétsina policek ve stejném radku. V priiseciku skorocer-
ného fadku se skorobilym sloupcem je jisté Spatné policko, podobné i v priseciku skorobi-

1ého radku se skorocernym sloupcem. Vsech spatnych policek je méné nez F + 77 = TE.
Z predchozi tvahy dostavame ps + rqg < =%. Odtud plyne, ze 7 < s a bllych pohcek je
méné nez
+qn+sm mn+ np mr mn p(n ) r(m ><mn
r+—+—=—+pr————=——=|(-—71)|]—= = — —
PPy Ty T T T T T T T\ o \g ") ="

COZ je spor.

4. ULOHA
Hledany pocet oznac¢me k,, Rozeberme tii moznosti

(1) Zadny prvek mnoziny A neni prvkem vice nez dvou mnozin hledaného systému.
Necht jedna z t¥iprvkovych mnozin je {a;b;c}. Ostatni mnoziny maji s touto
mnozinou jednoprvkovy prinik, ale kazdy z prvkt a, b a ¢ se smi vyskytovat jiz
jen v jedné mnoziné, tedy k, <143 =4



(2) Existuje prvek mnofiny A, ktery je obsaZen ve tfech mnozinach, ale zadny prvek
neni obsazen ve vice nez tfech mnozinach. Podobnou tivahou jako v predchozim
dostavame, ze k, <1+3x2="1.

(3) Existuje prvek a € A, ktery je obsaZen nejméné ve étyfech t¥iprvkovych mno-
zinach. Pak jsou vSechny ostatni prvky téchto tfiprvkovych mnozin navzajem
rizné a kazd4 ze zbylych t¥iprvkovych mnozin musi také obsahovat prvek a (ji-
nak by takovato mnozina musela obsahovat po jednom prvku z kazdé z onéch
Ctyt (presnéji nejméné ¢tyf) mnozin a obsahova by alespon ¢tyfi prvky). Prvek
a tedy lezi ve vSech tiiprvkovych mnozinadch a odtud dostavame 1 + 2k, < n,
neboli k, < [%51].2

Snadno nahlédneme, ze k1 = ko = 0, k3 = k4 = 1 a ks = 2. Nechf n = 6. Pak zfejmé
nastava piipad (1) (pro¢?), a tedy k¢ < 4. Na druhé strané snadno sestrojime piiklad
({a;bsc}; {c;d;e};{esf;a};{b;d;f}), ze kterého plyne, ze kg = 4. Necht n € {7;8;...;16}.
Pokud nastane ptipad (3), pak k, < 7, v piipadech (1) a (2) jisté také k, < 7. Ptiklad
nam viak ukazuje, ze k7 = 7 ({a;bsc}; {c;dse};{esfa};{b;d;f};{azg;d};{bsgie}s {c;gsf}).
Posloupnost k,, je jisté neklesajici, tedy k, = 7 pro n = 7,8,...,16. Konecné, je-li
n > 17, pak mame ve vsSech pfipadech pfinejmensim odhad k,, < [";1], ale tento odhad
je presny, jak ukazuje nésledujici konstrukce: jeden prvek je spoleény vSem tiiprvkovym
mnozindm a ostatni prvky (kromé jednoho v pt¥ipadé sudého n) jsou rozdéleny do dvojic
a s vybranym prvkem tvori zadané t¥iprvkové mnoziny.

5. ULOHA
Ulohu vyftesime pro kvadr o stranach a, b a c. Definujme ¢&isla ng, ny a n. vztahy

2710_71 <a S 9Ma , 2nb71 <b S 2711,’ 271(/71 <c S oNe

Nyni ukdzeme, Ze minimalni pocet fezl je ng + np + ne.

(1) Tento pocet Fezl je dostateény:
Staci se zabyvat pripadem, kdy a = 2™+, b = 2™ a ¢ = 2". Podafi-li se nam
tento kvadr rozfezat danym poctem Fezi, jisté roziezeme i kazdy mensi. Postup
je velmi snadny, po prvnim fezu ziskdme dva shodné kvadry o hranach 5, b a c.
Déme je na sebe a druhym fezem dostaneme Ctyii shodné kvadry o hranach %,
b a c. Timto postupem dostaneme po n, Fezech a kvadr o rozmérech 1 x b X c.
Srovnejme je nyni opét do tvaru puvodniho kvadru a opakujme cely postup
vzhledem k hrané délky b a nakonec vzhledem k hrané délky c.

(2) Mensi pocet Fezli nestaci:
Toto tvrzeni dokdzeme indukci vzhledem k n = a+b+c. Necht a+b+c = 4, pak
jde o kvadr 2x1x1, n,+np+n. = 1+0+0 a opravdu, jeden fez staci, nula fezti
nestaci. Pokud a+b+c¢ =5, pak jde o kvadr 2 x 2 x 1, ng+np+n. =1+1+40,
nebo jde o kvadr 3 x 1 x 1 a ng +np + n. = 2+ 0+ 0. Zde dva Tfezy stadi,

2[A] znadi jako obvykle celou ¢ast ¢isla A



ale jeden ne. Pfedpokladejme nyni, ze n > 5 a ze tvrzeni plati pro vSechna
m < n. Sporem dokdzeme, Ze plati i pro n. Nechf existuje kvadr o rozmérech
axbxc, a+b+ c=n, ktery lze rozrezat mensim poctem fezl nez n, + ny + ne.
Rezme tedy. Po prvém fezu dostaneme dva kvadry. Kazdy z nich lze rozfezat na
jednotkové krychlicky mensim poctem fezl nez n, + np + n. — 1. Bez Gjmy na
obecnosti mizeme predpokladat, ze jsme Fezali hranu a, a tedy jeden z kvadri
bude mit rozméry @ X b X ¢, kde @ > 5. Pak ovSem ng > ng — 1. Tento kvadr
nelze podle indukéniho predpokladu roziezat méné nez ng + np + n. fezy, ale

ng+np +ne > ng +np +n.— 1, a to je spor.

vz

7 postupu je nazorné vidét, ze bylo vyhodné fesit obecnéjsi tlohu, coz je dosti casta
situace.



