6. série
Planimetrie

1. ULOHA
Pokud mé mnohotihelnik nékolik os symetrie, protinaji se vSechny v jednom bodé. Do-
kazte.

2. ULOHA

Uhlopiicka tétivového étyfuhelnika jej déli na dva trojihelniky. Soucet délek polomért
kruznic vepsanych témto trojihelnikiim nezavisi na vybéru thlopticky. Dokazte.

3. ULOHA

Jsou zadana tii kladna ¢isla x,y, z. Najdéte nutné a postacujici podminky pro to, aby
existoval trojuhelnik ABC takovy, Ze jeho vysky v,, vy, v. maji po fadé velikosti z, y, 2.

4. ULOHA
Je déan trojihelnik ABC s obsahem 1 a redlné ¢islo p € (0,1). Na strandch AB, BC' a
C A jsou po fadé sestrojeny body D, FE a F tak, ze

|AD| : |AB| = |BE| : |BC| = |CF| : |CA| =p.

Vypocitejte obsah trojuhelnika DEF a najdéte takovou hodnotu p, aby byl tento obsah
minimalni.

5. ULOHA

Necht pro vnitini Ghly trojahelnika ABC plati

|[<ACB| > |<ABC| > |[<«BAC|.

Ozna¢me po tadé O, I, H stfed kruznice opsané, stied kruznice vepsané a prusecik vysek
trojuhelnika ABC'. Potom bod I lezi uvniti trojuhelnika OB H. Dokazte.



Reseni 6. série

1. ULOHA
Resme tlohu v kartézské soustavé soufadnic. P¥ipomeiime nékolik zdkladnich poznatki:
Necht A, B € R?, A = [a1,as], B = [b1,b2] a t € R. Pak definujeme body A + B a tA
takto

A+ B=[a1 +bi,as+bs]  tA=[tas,tas].

Bod % (A + B) je stiedem tisecky AB.

Lemma . Necht body Ai,..., A, lezi na pfimce p o rovnici ax + by + ¢ = 0, necht
pi €R,i=1,...,nanecht Y p; = 1. Potom bod o soufadnicich >, p;A; lezi také
na primce p.

Diikaz: Tvrzeni ovéfime pfimym vypoctem.

Necht o je n&jakd osa symetrie mnohothelnika o vrcholech Vi,...,V,,. Pfeznac¢me
vrcholy takto: Necht Oq,...,O; jsou vrcholy mnohothelnika lezici na o a nechf dale

My, Ny, ..., My, Ni jsou dvojice vrcholii symetrickych dle osy o. (Tedy n = [ + 2k.)
Dokéazeme, Ze osa o prochazi bodem T = % >, Vi. Podle naseho oznaceni méme

1
T:m(01+---+01+M1+N1+~--+Mk+Nk).

Oznacime-li jesté S; = 2(M; + N;), i =1,...,k, pak

1

T:m(01+"'+Ol+2<51+"'+5k))~

Uzitim lemmatu (fadné si rozmyslete, co je co) dostavame, ze bod T lezi na ose o, neboli
kazda osa symetrie prochazi timto bodem.
Poznamka: Fyzikalné citici ¢tenér jisté preformuluje nas dukaz takto: Necht je té-

leso vyrobeno z homogenniho materialu, pak kazda jeho osa symetrie je také téznici a

vvvvvvvv

2. ULOHA
Pfipomenime nejprve Ptolemaiovu vétu: V tétivovém ¢étyfuhelniku ABC D plati

(PT) |AB| - |CD|+ |BC|-|AD| = |AC| - |BD].
Toto tvrzeni snadno dokazeme: Podle kosinové véty

|AC| = |AB)? + |BC|? — 2|AB| - | BC| cos(|[<ABCY),
|AC| = |AD|? + |DC|? + 2|AD| - |DC| cos(|<ABC|),



nebot |[<ABC| + |[<CDA| = ©. Vynéasobme prvni rovnici ¢islem |AD| - |[DC|, druhou
islem |AB| - |BC| a obé rovnice se¢téme. Z obdrzené rovnice lehce vyjadiime velikost
uhlopticky AC":

|AB| - |BC| + |CD| - |DA]

AC| =
A |BC|-|CD|+ |AB| - |DA]

(IAB[-|CD[ +[BC| - |DA]).

Vynésobime-li tento vztah obdobnym vztahem pro velikost thlopficky BD, dostavame
rovnost (PT).

Necht ¢tyithelnik A; A3 A3 Ay je vepsan kruZnici o stie-
du O a poloméru R. Oznacme kolmé projekce bodu O
na tétiVy A1A3, AlAQ, A2A3, A3A4, a A4A1 postupné
Hy, Hy, Hy, H3 a Hy. (Body H; pftislusné usecky puli.)
Ozna¢me h; = |OH;|, S1, p1 a r1 resp. Sa, p2 a 19 plochu,
polovinu obvodu a polomér kruznice vepsané trojihelnika
A1A2A3 resp. A3A4A1.

Zabyvejme se pouze pripadem, kdy bod O lezi uvnitf
Gtyfthelnika A;A; A3 A4. Necht je obsazen napf. v troju-
helniku Ay A3 A3 (viz obr.). Uzitim Ptolemaiovy véty na
tétivové étyfl’lhelniky A3HQOH2, A1H10H0 a A2H20H1
(Pro¢ jsou tyto ¢tyithelniky tétivové?) a toho, ze HoHs, HoHy a HyHy jsou stfedni
pficky trojuhelnika A; As A3 dostdvame

(R+ 7”1);01 = R|H0H2| + R|H0H1‘ + R|H1H2‘ +5 =
= (ho|HaAs| 4 ha|HoAs]) + (ho|H1A1| + ha|Ho A1) + (ho|Hy Az| 4 hi|Ha As|)+

1
+ §(h1|A1A2| + h2|A2A3| + ho‘AgAl‘) = (hl + h2 + hg)pl

a odtud

R+411="hi+ho+hs.
Nyni se zabyvejme trojuhelnikem A;AzAy, ve kterém bod O nelezi. V tomto pfipadé
pravé jeden vrchol tohoto trojuhelnika leZi v opaéné poloroviné vytaté pfimkou, kterd
obsahuje stranu protilehlou tomuto vrcholu, nez ve které lezi bod O. Necht je to napt.
vrchol Ay. (Tak je tomu na nasem obrazku.) Pak jsou é¢tyfthelniky A; HyHoO, A3 H3HyO
a A4H,OHj3 tétivové (proc?), a tedy

(R +r2)p2 = R|HoHy| + R|HoHs| + R|HsHy| + 52 =
= (ha|HoA1| — holHsA1|) + (h3|HoAsz| — ho|H3As|) + (ha| H3 Ag| + h3|HyAg])+

1
+ §(h3|A3A4| + ha|AsAq| — holAsA1]) = (hg + ha — ho)p2



a odtud
R+ry=ho+hs—hg.

Pokud situace vypada jako na nasem obrazku, pak
ry+ry="h1+hy+hs+hy —2R.

Rozeberte ostatni mozné polohy bodu O a ukazte, ze vysledek je (az na mozné znamén-
kové zmény) obdobny.

3. ULOHA
Bez Gjmy na obecnosti mizeme predpokladat, ze 0 < z < y < z. Potom mé hledana
podminka tvar

(P) - > —+-.

(1) (P) je postacujici podminka:
Je-li podminka (P) splnéna, miizeme sestrojit trojihelnik A; B1C; o stranach
a; = %, b1 = % a clé. Ozna¢me jeho obsah S. Z rovnosti
1 1
S = Ealval = §b1vbl = §CIUC1
plyne, zZe
Vg, = 25z, vy, = 25, Ve, = 25%.

Nyni staci sestrojit trojuhelnik ABC podobny s trojuhelnikem A; B;C; tak, aby
pomér podobnosti byl 1 : 25, a jsme hotovi.

(2) (P) je podminka nutna:
Existuje-li trojuhelnik ABC' s vyskami pfedepsanych velikosti, potom jisté a >
b+ c. Oznacime-li obsah tohoto trojihelnika S, muzeme podle pfedchozich tivah
upravit tuto nerovnost na

28 28 28
=>=4+ =

Vq (% Ve

Dosazenim ¢isel x, y a z za jednotlivé vysky a vydélenim ¢islem 25 dostavame
podminku (P).

4. ULOHA
Ze vzorce pro obsah trojuhelnika P = %bcsina plyne, Ze obsahy trojuhelniki ADF,
BED a CFE jsou si rovny a hodnota kazdého z nich je p(1 — p). Obsah trojuhelnika



DEF je potom S =1— 3p(1 — p). Podle nerovnosti mezi aritmetickjm a geometrickym
prumeérem je
2
p+1—-p 1
1-p) < (BE=2F) — 2

p(l—p) < ( 5 ) 1
tedy S > 1— 3% = i, pri¢emz rovnost zde nastava praveé tehdy, kdyz p = 1 — p. Hledana
hodnota je p = %

5. ULOHA
7 nerovnosti
|[<ABO| < |<ABI| < |[<ABH|

plyne, Ze bod I lezi v ihlu OBH. Ozna¢me S stied tsecky OH, O,, S,, H,, I, kolmé
priméty bodt O, S, H, I na stranu a (Obdobné Oy, ...,O,,...). Protoze plati

|OcI.| > |I.H,| a |Ou1y| > |1oHal,

lezi bod S, resp. S, mezi body O, a I, resp. mezi body O, a I,. Odtud plyne, ze bod I
lezi uvnitt ¢tyftahelnika BS,SS. a odtud jiz snadno dostavame kyzené tvrzeni.



