2. série
Kombinatorika

1. ULOHA
Marta Sochorova, Iva Kratochvilovd, Petr Cizek a Ondiej Pokluda soutézili v pojidani
svestkovych knedlikt. Na tiskové konferenci po skonceni soutéze rekli toto:

(1) Marta: Nebyla jsem prvni ani posledni.

(2) Iva: Nebyla jsem posledni.

(3) Petr: Byl jsem prvni.

(4) Ondfej: Byl jsem posledni.

Libor Béhounek vam vzkazuje, ze prave jeden ze soutézicich lhal. Urcete vitéze a odhalte
lhafe!

2. ULOHA

Je dano 1990 riznych mnozin, kazda z nich obsahuje pravé 40 prvkd. Prinik dvou
riaznych mnozin obsahuje vzdy pravé jeden prvek. Dokazte existenci prvku, ktery je
obsazen ve vSech 1990 mnozinach.

3. ULOHA
Na soustfedéni korespondenc¢niho seminafe byli pozvani tcastnici obého pohlavi. Na
seznamovacim vecirku vyslo najevo, ze pri vytvoreni jakékoliv skupiny divek je pocet
chlapci, ktefi se znaji s alespon jednou divkou z této skupiny, vétsi nebo roven poctu
divek v této skupiné. Dokazte, Ze lze vytvorit tanecni pary pfi splnéni téchto podminek:
(1) Kazdy taneéni par obsahuje chlapce a divku, ktef{ se znaji.
(2) Kazda divka je obsaZena v pravé jednom taneénim péru.
(3) Kazdy chlapec je obsaZen v nejvyse jednom taneénim paru.

4. ULOHA

V tichomorském staté Akubali chystaji parlamentni volby. Kandiduji pouze dvé politické
strany. Kazdy z jednoho miliénu opravnénych volich mize odevzdat svij hlas jedné
politické strané, nebo se miize zdrzet hlasovani. Volebni vysledek se udava ve formé
usporadané trojice:

[pocet hlasii pro republikény; pocet hlast pro demokraty; pocet nehlasujicich].

Kolik je moznych volebnich vysledku?

5. ULOHA

V roving lezi n pfimek (n > 2), které rovinu déli na nékolik oblasti. Nékteré z téchto
oblasti jsou obarveny, pfi¢emz zadné dvé obarvené oblasti se nedotykaji. (Jeden spoleény
bod nepovazujeme za dotyk.) Dokaizte, ze pocet obarvenych oblasti nemtize byt vétsi nez
1/,2

3(n® 4+n).



Reseni 2. série

1. ULOHA

Zvitézila Iva, lhal Petr. Kdyby lhala Marta, byla by prvni nebo posledni, to by byl spor
s pravdivymi vyroky Petra a Ondieje. Podobné kdyby lhala Iva, byl by to spor s vyrokem
Ondreje. Piedpoklad, ze 1ze pouze Ondfej také vede ke sporu, nebof by nikdo nemohl
byt posledni. Lze tedy Petr (pfedpoklddame totiz, Ze Libor nelZe). Ondfej byl posledni,
Marta a Petr nebyli prvni, tedy zvitézila Iva.

Stanovisko Ivy Kratochvilové: Dirazné odmitam oznaceni ,Zrout® (vyskytlo se v né-
kterych FeSenich). V soutézi pojidani svestkovych knedlikt samoz¥ejmé neslo o mnozstvi
snédenych knedlikl, ale o estetickou stranku jedeni. Ondrejovi vyklouzl jeden knedlik
z talife na zem, tim se dostal na posledni misto. Petr knedliky nechutné hltal a domnival
se, ze je prvni — nejedna se tedy o zadnou deformaci, ale viceméné o omyl. K mému
vitézstvi nad Martou dopomohlo doméci prostiedi, soutézilo se na pudé KMA.

2. ULOHA

Uvazujme jednu z danych mnozin. Ta mé neprazdny prinik s 1989 ostatnimi mnozinami,
a proto alespoinl jeden z prvkil této mnoziny (ozna¢me ho a) je obsazen nejméné v 50
mnozinach. Pokud by totiz kazdy prvek byl obsazen nejvyse ve 49 mnozinach, pak by
vsech mnozin bylo nejvyse 1 4+ 40 x 49 = 1961. Ostatni prvky v téchto 50 mnozinach
jsou navzajem rizné. Dokézeme, Ze a lezi ve vSech 1990 mnozinich. Nechf ne. Pak
existuje mnozina B, kterd neobsahuje prvek a. Kazda ze zminénych 50 mnozin musi mit
neprazdny prinik s mnozinou B, tedy B mé alesponi 50 prvki a to je spor.

3. ULOHA

Tvrzeni dokéZeme indukci podle poctu divek = n. Nechf n = 1, pak méame k dispozici
jednu divku a z predpokladt plyne existence chlapce, ktery ji zna. Utvorme z nich par
a jsme hotovi. Necht je tvrzeni dokdzéno pro vSechna m < n, dokazme je i pro n.
Rozeberme dva ptipady:

(1) Existuje k-prvkovd mnozina A divek, 0 < k < n, takovd, Ze pocet vSech chlapct,
ktefi se znaji s nékterou z divek z mnoziny A je rovno k. Kazda z divek z této
skupiny vytvoii par s nékterym z chlapct (coz lze diky indukénimu predpokladu).
Ukazeme, ze zbyvajici divky tvofi skupinu (ozna¢me ji B), kterd spliiuje spolu
se skupinou zbyvajicich chlapct predpoklady tlohy. Necht B obsahuje ¢ divek.
Potom ¢ + k divek z AU B zné alespon i + k chlapct, z nichz vSak pouze k zna
nékterou z divek z A, tedy alespon i zbylych chlapci zna nékterou z divek z B.
Dle indukéniho pfedpokladu mizeme vytvofit pary a jsme hotovi.

(2) Pro libovolnou k-prvkovou mnozinu divek obsahuje skupina zndmych alespoii
(k 4+ 1) chlapct. Utvofme jeden par. Zbyvajici skupina divek spolu se vSemi
chlapci spliiuje predpoklady tlohy. Libovolné k-prvkovd mnozina zbylych divek



(k < n—1) se totiz znd nejméné s k + 1 chlapci (z nichZ jeden muZe jiz tvofit
pér). Podle indukéniho pfedpokladu muzeme vytvorit pary a opét jsme hotovi.

4. ULOHA

Ulohu preformulujeme takto: kolika zptisoby lze sefadit jeden milién kuli¢ek a dvé krych-
licky? (Uvédomte si souvislost obou tloh.) Pfeformulovanou tlohu snadno vyfesime.
1000002 predméty usporadame 1000002! zpuisoby. Na poradi kuli¢ek vSak nezdlezi a ty
lze uspordadat 1000000! zptisoby. Rovnéz na poradi krychlicek nezélezi, ty usporadéame
dvéma zpusoby. Odpovéd tedy zni

1000002!

1000000121 — 1000001 x 500001 .
5. ULOHA
Jsou-li vSechny pfimky navzajem rovnobézné, je tvrzeni zfejmé pravdivé. Jinak oznac¢me
ma,ms, ... pocty obarvenych oblasti, které maji 2,3,... stran. Pak my < n. Kazda

pfimka je rozdélena zbyvajicimi na nejvyse n ¢asti, tedy pocet vSech ¢asti vsech primek
je nejvyse n?. Tudiz 2my + 3ms + - - - < n?. Koneéné mame

m2+m3+--.§%+2m2+3§b3+... < n(n;—l)



