5. série
Dirichletiiv princip

1. ULOHA
V jednotkovém éGtverci lezi 101 bodu. Zjistéte, zda musi existovat kruh o poloméru 1/7,
v némz lezi aspon 5 danych bodi.

2. ULOHA
V kazdém mnohosténu existuji aspon dvé stény s tymz poctem vrchold. Dokazte.

3. ULOHA

V kouli o objemu V je dano 11 bodu. Dokazte, Ze existuje kulova vyse¢ o objemu %V,
uvnitf které se nenachézi zadny z danych bodti. Kulova vyse¢ je prinik koule a dvou
poloprostort, jejichz hrani¢ni roviny prochazeji stredem koule.

4. ULOHA

Méjme v roviné lichy pocet boda A;, i = 1,2,...,2n + 1, jejichz vzdjemné vzdalenosti
jsou po dvou ruzné. Spojme kazdy bod s nejblizsim bodem tseckou. Dokazte, ze existuje
bod Ag, ktery patii pravé jedné tsecce.

5. ULOHA
Pro kazdé prirozené ¢islo n nesoudélné s 10 existuje jeho nasobek, jehoz dekadicky zapis
se sklada ze samych jednicek. Dokazte.



Reseni 5. série

1. ULOHA
Ctverec si rozdélime na 5 x 5 étvereckit o hrané 1/5. Uhlopticka malého étverecku je

kratsi nez 2/7, nebot
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Velky ¢tverec tedy muZeme pokryt pétadvaceti kruhy o poloméru 1/7, kdyby v kazdém
z nich byly jen ¢tyfi body, bylo ve velkém ¢tverci nejvyse 100 bodt, coz je spor.

2. ULOHA

Piedpokladejme, Ze mnohostén ma n stén, kazdé sténé priradme bod v roviné a dva body
spojme, pravé kdyz jim prislusné stény maji spoleénou hranu. Z kazdého bodu vychazi
tolik ¢ar, kolik mé jemu pfislusna sténa hran a tedy i vrchol. Kdyby méla kazda sténa
jiny pocet vrcholt, muselo by z néjakého bodu vychézet alespon n ¢ar, pak by ale mezi
nékterymi body byly aspon dvé ¢ary, coz je spor.

3. ULOHA

Hrani¢ni roviny nemiizeme do vysedi pocitat, nebot pak by stied koule lezel v kazdé
z nich. Uvédomime-li si, Ze pokud ve vyseci lezi néjaky bod, lezi tam s nim i celd usecka
prochéazejici jim a stiedem az na povrch koule, lze BUNO piedpokladat, Ze viechny body
lezi na povrchu koule. Nyni rozdélme kouli rovinou p, ve které lezi stfed a dva z danych
bodt. (To lze, nebot kazdé t¥i body lezi v roving.) Ziskame tak dvé stejné ésti, ve
kterych lezi celkem devét boda. V jedné z nich jsou tedy nejvyse ¢tyfi body. Tuto ¢ast
rozdélime tfemi rovinami protinajicimi se v jedné pfimce, ktera obsahuje stfed, na ¢tyfi
vysece o objemu %V (pFedstavte si platky pomerance). Nyni budeme otacet kouli okolo
piimky prochézejici stfedem a kolmé na p (délici roviny ztstavaji na misté). Jednou
se dostaneme do polohy, kdy jeden z bodt bude patfit nékteré ze tii rovin (to proto,
Ze pii otodeni o 180° budou vSechny body v jinych vyse¢ich) a tim budeme mit tfi
body ve ¢tyfech vysedich, takZe jedna bude prézdné. (Uvédomte si, pro¢ se pocet bodl
v polokoulich pfi otac¢eni neméni.)

4. ULOHA

Kazdy bod spojime s nejbliz§im bodem tseckou, tim kazdému bodu pfifadime praveé
jednu tsecku, ale jedna z tisecek je nejkratsi a tu jsme nutné museli pritadit obéma jejim
krajnim bodim, tedy pocet tsecek je nejvyse 2n. Kdyby z kazdého bodu vychézely aspon
dveé tsecky, musel by byt pocet tsecek aspon 2n + 1, tim jsme dokazali, ze existuje bod
A, ktery je krajnim bodem nejvyse (pravé) jedné tsecky. Kdyby byl bodem asponi dvou
usecek, pak by lezel uprostied néjaké tsecky BC, coz by znamenalo, Ze B je nejblizsi
k bodu C, nebo C' je nejblizsi k bodu B, ale to je spor, protoze bod A je urcité bliz.



5. ULOHA

Nejprve dokazeme, Ze funkce f : {0,1,2,...,n — 1} — {0,1,2,...,n — 1} takova, Ze
f(k) = 10k+1 mod n, je na. Staci dokdzat, ze g(k) := 10k mod n je na. Kdyby nebyla,
existovala by k1 # ko takova, ze g(k1) = g(k2), tedy n|10(k; — ko), coZ je spor, ktery
dokazuje, ze f je na. To znamend, Ze je i prosta a ke kazdému k existuje jednoznacéné
urcené | takové, ze f(l) = k.

Uvazujme posloupnost ag = 0,a,+1 = 10a, + 1, tj. posloupnost vSech cisel, skla-
dajicich se ze samych jednicek. Jisté posloupnost by = (ar mod n) je periodickd (kdyz
jsou dva jeji ¢leny stejné, pak maji i stejné nasledniky) a protoze i pfedchtdce je uréen
jednoznacné, nemuze mit predperiodu. Protoze prvni ¢len této posloupnosti je 0, musi
se i nékde dal vyskytovat nula, coz jsme chtéli dokazat.



