4. série
O funkcich

1. ULOHA

Dokazte, ze pro zadny mnohoélen f(z) s celo¢iselnymi koeficienty nemohou platit rov-
nosti f(7) =11 a f(11) = 13.

2. ULOHA

Necht a je nenulové redlné ¢islo a funkce f méa tyto vlastnosti:

(a) je-li f definovana v éisle z, je téz definovand v &isle x 4 a
(b) pro vSechna z z definiéniho oboru funkce f plati:

1+ f(=x)

fla+z)=—"-—.
S e 7
(i) Dokazte, ze funkce f je periodicka.

(if) Udejte pfiklad takové funkee.

3. ULOHA
Necht kazdému redlnému cislu x je pfitazeno realné éislo A(x). Predpokladejme, Ze pro
libovolna z, y plati:

(a) Az +y) = Az) + Ay)

(b) A(z-y) = A(z) - A(y)
Dokazte, A(x) = x nebo A(z) = 0.
4. ULOHA
Jsou dany funkce: S(x) =1—z, T(x) = x/2, definované na intervalu (0, 1). Dokazte, ze
existuje funkce f ve tvaru slozeni f = g; 0 g2 0 -+ 0 gp, kde n je vhodné p¥irozené ¢islo
a funkce g; je rovna S nebo T pro kazdé i = 1,2,...,n takové, ze

1 1981
f <2> ~ 91981"
5. ULOHA

Dokazte, ze neexistuje rostouci funkce f : N — Ny, pro kterou plati:

Vm,n € N: f(m-n)= f(m)+ f(n).



Reseni 4. série

1. ULOHA
Necht f(z) = apz™ + - - + a1z + ag, potom plati

f@) = fly) =an(@" —y") +-+ai(z—y) .

Protoze
" — yn _ (iL’ _ y) (xnfl + l,n72y N xyn72 + ynfl) ,

tak z —ylz™ —y™ a tedy z — y|f(x) — f(y) (pokud jsou ay,as,...,a, celd &isla), coz pro
zadané hodnoty evidentné neplati.

2. ULOHA
Pouzitim (b) pro a + (a + x) a rozepsédnim dostaneme

1
fRa+zx)=———,

et s =)
tedy f(4a + x) = f(z) pro vSechna z a funkce je periodickd. Pfikladem takové funkce
je funkce f definovana jako 2 na [4ak, (4k + 1)a), —3 na [(4k + 1)a, (4k + 2)a), —% na
[(4k + 2)a, (4k + 3)a) a 3 na [(4k + 3)a, (4k + 4)a).

4. ULOHA
Uvazujme zapis c¢isla 2% (k < 2™) ve dvojkové soustavé. Rozmyslete si, ze funkce S
zinvertuje vSechny cislice kromé posledni a funkce T posune vSechny cifry o jedno misto

a pred né da nulu. Na zacatku mame % =0, 1 ve dvojkové soustave, ¢islo 211998811 oznacme

c. Pokud desetinny rozvoj ¢isla ¢ konéi na 01, zobrazime ¢islo 0,1 zobrazenim T a
dostaneme 0,01. Pokud konéi na 11, zobrazime ¢islo 0,1 nejprve zobrazenim S, pak
zobrazenim T a opét zobrazenim S a dostaneme 0, 11. Stejnym zpusobem pfidame dalsi
cifry desetinného rozvoje Cisla ¢, které predchézeji tém, které uz mame.

5. ULOHA

Aby byla funkce f : N — Ny rostouci, musi spliiovat f(b) — f(a) > b — a pro vSechna
a,b € N (dikaz indukci pfes rozdil b — a). Pro funkei splitujici podminku ze zadani ale
plati f(n) = f(mn)— f(m) > mn—m = m(n—1), coZ neni mozné, protoze pravé strana
muze pro pevné n > 1 nabyvat libovolné velké hodnoty.



