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Pravdépodobnostni metoda

FiLip BIALAS

ABSTRAKT. Pravdépodobnostni metoda je zptusob dikazu existence kombinatoric-
kych objektt ,,pocitdnim*. Navic pro mnoho dilezitych objekt je to jediny znamy
dtkaz. Pouziti pravdépodobnosti ndm oproti pocitani moznosti nejen vypocet zjedno-

dusi, ale poskytne nam i pokrocilejsi techniky, jak potiebné odhady dokazat.

Pravdépodobnostni metodu pouzivame hlavné pro dikaz existence néjakych ma-
tematickych objekt. Misto snahy o jejich konstrukci (kterd mnohdy ani neni zndmé)
se pokusime zjistit, s jakou pravdépodobnosti dany objekt najdeme — a pokud je ne-
nulové, uz z toho plyne jeho existence.

Definice. FElementdrnim jevem nazyvame kompletni situaci, kterd nastala po na-
hodném procesu, tedy naptiklad: ,Na prvni kostce padla trojka, na druhé dvojka a
na treti trojka.“ Jevem pak nazyvame néjakou vlastnost takové situace, napriklad:
,Na prvni kostce padlo sudé ¢islo.“ Pravdépodobnost, Ze jev A nastal, znac¢ime
P(A). Symbolem A N B zna¢ime, Ze nastal jev A a soucasné nastal jev B, a AU B

znadi, Ze nastal jev A nebo nastal jev B. Nezdvislé jevy jsou takové, pro které plati
P(ANnB)=P(A)- P(B).

Tvrzeni. (Union bound) Necht Ay, As,... A, jsou jevy (nemusi byt nezavislé).

Pak
n n
P (U A¢> <) P(A).
i=1 i=1
Priklad 1. V jazykové gkole se vyucuje 2n jazyki. Kazdy z 500 mistnich uciteli
umi mluvit alespon n jazyky. Dokazte, ze najdeme 14 nebo méné jazyku tak, aby
kazdy ucitel mluvil alespon jednim z nich.

Regend. Zvolme si ndhodnou 14-tici jazyki (uspofddanou, jazyky se mtizou opa-
kovat) a pevného ucitele. Pravdépodobnost, Ze tento ucitel neznd prvni jazyk, je
nejvyse 1/2; stejné tak u druhého jazyku atd. Celkem je tedy pravdépodobnost,
7e tento uditel nezna ani jeden ze 14 jazykt, rovna 2714, Za pomoci tvrzeni vyse
ziskavame, ze pravdépodobnost, ze alesponn jeden ucitel nezna ani jeden z téchto
14 jazyki, je nejvyse 500 - 2714, Tedy pravdépodobnost, Ze vSichni ucitelé znaji
alespoii jeden z téchto 14 jazykt, je 1 — (500 - 271%) > 0. A nyni piichézi klicova
myslenka pravdépodobnostni metody: Ma-li jev nenulovou pravdépodobnost, miize
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nastat. Tedy opravdu existuje 14-tice jazyki takova, ze kazdy ucitel mluvi alesponi
jednim z nich.

Priklad 2. Jsou ddna nesoudélné piirozend ¢isla m, n. Jaky je pocet cest po miizce
v obdélniku m xn z levého dolniho rohu do pravého horniho, které vedou jen doprava
a nahoru a jsou celé pod thloptickou? (MKS 26-5)

Priklad 3. Ve skupiné 90 déti mé kazdé alespoii 30 kamarada (kamarddstvi je
vzéjemné). Dokazte, Ze lze déti rozdélit do tii 30¢lennych skupin tak, aby kazdé dité
mélo ve své skupince alespoil jednoho kamarada. (MO 61-11I1)
Priklad 4. Matematické soutéze se uc¢astnilo 200 studenttt, kazdy z nich Fesil Sest
uloh. Je znamo, ze kazdou tlohu spravné vyresilo alespon 120 studenti. Dokazte, ze
muzeme najit dva studenty, ktefi dohromady vyftesili vSechny tlohy. (IMC 2002)
Priklad 5. UkaZte, Ze je mozné obarvit prvky mnoziny {1,2,...,1987} étyfmi
barvami tak, aby neexistovala jednobarevna desetiprvkovéa aritmetickd posloupnost.

(IMO 1987)
Priklad 6. V roviné je dano 100 bod v obecné poloze. Dokazte, Ze pocet ostro-
thlych trojuhelnikt nepiekracuje 70 % poctu vsech trojihelniki. (IMO 1970)

Priklad 7. (Dolni odhad na Ramseyova éisla) Dokazte, Ze hrany tplného grafu na
2F/2 yrcholech je mozné obarvit dvéma barvami tak, aby v nich nebyl zadny aplny
jednobarevny podgraf na k vrcholech.

Priklad 8. V tabulce 100 x 100 jsou napsand ¢isla 1,2,...,5000, kazdé pravé
dvakrat. Dokazte, Ze je mozné vybrat 100 ¢isel tak, ze z kazdého sloupce a z kazdého
fadku vybereme pravé jedno ¢islo, a navic budou tato ¢isla rizna.

Stfedni hodnota

Definice. Ndhodnd velicina je realné Cislo, které spocteme na zakladé elementéar-
niho jevu, tedy napiiklad: ,,Cislo, které padlo na prvni kostce.“ nebo: ,,Pocet kostek,
na kterych padla trojka.“

Definice. Stredni hodnota ndhodné veliciny X je jeji prumérnd hodnota a znaci
se E(X). Presngji je E(X) vazeny aritmeticky primér pfes vSechny hodnoty X
na elementarnich jevech, kde vdhy jsou pravdépodobnosti téchto jevi.

Tvrzeni. (Pocitani stfedni hodnoty)

(1) Bud A jev a 14 ndhodné veli¢ina, kterd davd nulu resp. jednicku, pokud A
nastal resp. nenastal. Pak E(I4) = P(A).

(2) Necht X, Y jsou ndhodné veli¢iny, pak E(X +Y) = E(X) + E(Y).
(3) Necht X je ndhodn4 veli¢ina a r redlné &islo, pak E(r - X) =r - E(X).
Pozor! Dalsi zobecnéni tohoto tvrzeni, jako napiiklad E(X -Y) = E(X) - E(Y), jiz

obecné neplati.
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Tvrzeni 9. (Pouziti stfedni hodnoty) Bud X ndhodné veli¢ina. Pak existuje ele-
mentérni jev, pro ktery plati X < E(X), a také jiny elementarni jev, pro ktery plati
X > E(X).

Pfiklad 10. Necht F' je mnozina vSech n-tic (Aj, A, ..., A,), kde kazdé A; je
podmnozinou {1,2,...,1998}. Ozna¢me |A| pocet prvkid mnoziny A. Najdéte hod-
notu
Z |A;UAsU---U Ay,
(A1,As,...,An)EF

(APMO 1998)

Priklad 11. V Sachovém turnaji, kterého se ztucastnilo 40 hrac¢a, se odehralo cel-
kem 80 partii, pficemz zadna dvojice spolu nehrala vickrat. Ukazte pro co nejvétsi
n, ze existuje n hraca, ktefl mezi sebou nesehrali zadny zapas.

Priklad 12. V soutézi je a soutézicich a b porotct, kde b > 3 je liché ¢islo. Kazdy
porotce hodnoti kazdého soutéziciho bud jako ,,dobry*, nebo jako ,Spatny“. Pfed-
pokladejme, Zze k je takové ¢islo, Ze pro libovolnou dvojici porotct se jejich hlasy
shodovaly u nejvyse k soutézicich. Dokazte nerovnost k/a > (b —1)/(2b).

(IMO 1998)

Priklad 13. V turnaji n hraca hrél kazdy s kazdym pravé jednou. Hamiltonovska
cesta je takové usporadani n hract, ze prvni porazil druhého, druhy tfetiho atd. Do-
kazte, Ze turnaj mohl dopadnout tak, Ze existovalo alespoii n!/2"~1 hamiltonovskych
cest.

Pfiklad 14. Na veéirku je n > 2 lidi, néktefi se znaji (vztah znat se je vzajemny).
Dokazte, ze existuji dva lidé A, B takovi, Ze mezi zbylymi n — 2 najdeme L%J -1
lidi, z nichz kazdy bud zn& A i B, nebo oba nezna.

Priklad 15. Mg¢jme graf G s n vrcholy a m > 4n hranami. DokaZte, Ze kdykoli
takovy graf nakreslime do roviny, bude obsahovat alespoti m3/(64n?) priseciki.
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Navody

3. Spocitejte s jakou maximalni pravdépodobnostni se stane, Ze dané dité nema ve
své skupince zadného kamarada.

4. Zvolte ndhodné dvojici student a spocitejte, s jakou pravdépodobnostni ani
jeden z této dvojice nevytesi danou ulohu.

5. Zvolte ndhodné obarveni. S jakou pravdépodobnosti bude jedna vybrand arit-
metickd posloupnost jednobarevna?

6. Mezi péti body v obecné poloze vzdy existuji alespon 3 tupotihlé trojiahelniky.
7. Vyberte ndhodny graf. Jaka je pravdépodobnost, Ze na danych k vrcholech je
jednobarevny podgraf?

8. Vyberte ndhodné z kazdého sloupce a fadku pravé jedno cislo. Jaka je pravdé-
podobnost toho, Ze vyberete ¢islo i dvakrat?

10. Vyberte ndhodnou n-tici podmnozin. S jakou pravdépodobnosti se objevi ¢islo
i ve sjednoceni?

12. S jakou miniméalni pravdépodobnosti se dva porotci shoduji na jednom uréeném
soutézicim?

13. Vyberte ndhodny graf a nasledné ndhodnou permutaci hraca. Jaka je pravdeé-
podobnost, ze v této permutaci tvori hamiltonovskou cestu?

14. Reste podobné jako piiklad 12.

15. Pouzijte Eulertiv vzorec, vyberte libovolné nakresleni a nésledné s pevné zvo-
lenou pravdépodobnosti smazte kazdy z vrchold.

Literatura a zdroje

Tento prispévek je beze zmén prevzat od Martina Topfera, ktery jej vytvoril na
soustfedéni ve Skleném (2015) a kterému timto dékuji.
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Vieta Jumping

FiLip BIALAS

ABSTRAKT. Prispévek se zabyva metodou feseni diofantickych rovnic vyuzivajici ne-
kone¢ny sestup v kombinaci s Vietovymi vztahy.

Vietovy vztahy

Kvadratickou rovnici rozumime rovnici tvaru
2 _
ar® +bxr+c=0.

Jsou-li 1 a x4 Feseni vySe uvedené rovnice, pak mizeme rovnici vyjadrit nasledujicim
zpusobem:
a(x —x1)(z — z2) = 0.

Po roznasobeni dostaneme vztahy mezi koeficienty a, b, ¢ a kofeny x1, x2, které na-
zyvame Vietovy vztahy:
x1 + x2 = —b/a,

T1T9 = c/a.

Nekonecny sestup

V pfirozenych cislech neexistuje nekonecna klesajici posloupnost. Toto tvrzeni se
da pouzivat k dikazim neexistence feseni diofantickych rovnic pomoci nasledujici
avahy: Pokud by fesSeni existovalo, pak existuje i mensi Teseni, a kvili nému i dalsi
mensi FeSeni, atd. A kdyZ timto zptisobem sestrojime nekonecnou klesajici posloup-
nost prirozenych cisel, dojdeme ke sporu.

Ekvivalentné muzeme tuto myslenku formulovat tak, Ze si pro spor vezmeme
,hejmensi“ feseni a dokdzeme, Ze existuje jeSté mensi.

Priklad. Ukaz, Ze rovnice
3+ 2% = 423

nema zadné feseni v oboru pfirozenych ¢isel.
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Priklady

Piiklad 1. Pro pfirozena &isla a, b plati, ze a® + b2 je délitelné ab + 1. Dokaz, Ze
a® + b?
ab+1

je ¢tverec. (IMO 1988, pt. 6)

Priklad 2. Pfirozena ¢isla x, y, 2z spliuji
33‘2 + y2 + 1 _,
Ty N
Dokaz, ze z = 3.

Piiklad 3. Budte a, b pfirozena ¢isla. Ukaz, Ze pokud (4a®—1)? je délitelné 4ab—1,
pak a = b. (IMO 2007, pt. 5)

Priklad 4. Najdi v8echny dvojice pfirozenych ¢isel m, n splitujici
Zirlen
n o m
Priklad 5. Ukaz, ze ke kazdému pfirozenému ¢islu m lze najit nekoneéné mnoho
dvojic celych ¢isel (z,y) takovych, ze
(i) z, y jsou nesoudélna,

(i) = [y*+m,
(iii) y | 2% + m. (IMO shortlist 1992)

Piiklad 6. Najdéte vSechny dvojice monickych komplexnich polynomt P(z), Q(x)
takové, ze

(1) P(z) | Q(x)* +1,
(ii) Qz) | P(x)* +1. (IMC 2018)

Priklad 7. Pfirozend ¢isla a, b, ¢ spliuji

0<a?+b%2—abc<ec.
Dokaz, ze a® + b* — abc je Etverec. (CRUX)
Priklad 8. Zjisti, pro kterd n € N mé rovnice

w+ T+ Y+ 2 =n/wryz

feSeni v pfirozenych ¢islech. (Vietnam 2002)
Priklad 9. Zjisti, pro kterd n € N mé rovnice

x2+y2+x+y=mcy

FeSeni v pfirozenych ¢islech. (Vietnam 2002)



FILIP BIALAS

Literatura a zdroje
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Banachiv—-Tarského paradox

Tonpa CESIiK

ABSTRAKT. Banachiv—Tarského paradox je na prvni pohled zcela neintuitivni tvr-
zeni: Kouli lze rozdélit na koneéné mnoho dila, tyto dily preskladat a ziskat tak dvé
koule, stejné velké jako ta ptvodni. V pfispévku se nejprve podivame na to, kde nase
intuice selhala. Poté si v sérii né€kolika kroka paradox dokazeme.

V roce 1924 dokazali Stefan Banach a Alfred Tarski vétu fikajici, Ze kouli lze
yrozrezat® a ,presklddat® na dvé koule shodné s tou puavodni. Tato véta je tra-
di¢né oznacCovana jako ,paradox“, protoze zcela odporuje nasi geometrické intuici
ve starém znamém Eukleidovském prostoru R3. Opira se totiz o existenci mnozin,
které si jen tézko umime piredstavit.

Nyni si tuto vétu korektné zformulujme.

Definice. Dvé mnoziny A, B C R3 jsou ekvirozloZitelné, pokud existuji disjunktni
mnoziny Ai, ..., A, spliujici A; U---U A, = A a disjunktni mnoziny By,..., B,
spliiujici By U---U B,, = B takové, ze A; je shodnas B;,i=1,...,n.

Vé&ta. (Banach-Tarski) Jednotkovd koule v R? je ekvirozlozitelnd se dvéma jed-
notkovymi koulemi.

Existuje i silngjsi verze véty, kterda pokryva mnohem vice riznych mnozin, nez
jsou jen koule.

Vé&ta. (Banach-Tarski, silngjsi verze) KaZdé dvé mnoZiny A, B C R3, které jsou
omezené' a maji neprazdny vnitiek?, jsou ekvirozloZitelné.

Co je na tom tak divného? Ziejmé to, Ze na zaCatku mame mnozinu s néjakym
objemem, provedeme s ni par operaci a ziskdme mnozinu s dvojnasobnym objemem.
Pfitom shodna zobrazeni objem zachovavaji. Ve skutecnosti Banachtiv—Tarského
paradox ukazuje, Ze ne vSechny mnoziny v R? maji objem. Piesnéji:

Dusledek. V R3? neexistuje , univerzalni objem¢, tedy funkce u, ktera by kazdé
mnoziné prifadila nezaporné realné cCislo ¢i oo, jednotkové krychli by priradila 1,

IMnozina je omezend, pokud je obsazena v néjaké kouli.
2Mnozina mé neprdzdng vnitiek, pokud obsahuje né&jakou kouli.
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pri shodnych zobrazenich by neménila hodnotu a pro kazdé dvé disjunktni mnoziny
A, B CR3 by platilo p(AU B) = u(A) + u(B).3

Na rozehrati si ukdzeme jednodussi tvrzeni, které se bude i pfi dikazu samotného
Banachova—Tarského paradoxu hodit.

Tvrzeni. KruZnice je ekvirozlozitelna s kruznici bez jednoho bodu.

Schéma dukazu

Samotny dikaz Banachova—Tarského paradoxu povedeme v nékolika krocich:

(1) Vezmeme si tzv. volnou grupu generovanou dvéma prvky a rozdélime ji na
Ctyfi casti tak, ze z dvojic ¢asti dokazeme ,posunutim“ sestavit dvé kopie
ptivodni grupy. (V tom to celé vézi!)

(2) Prvky grupy interpretujeme jako rotace v prostoru. Diky tomu provedeme
na sféfe (tzn. povrchu koule), ze které vyhodime nékteré body, rozklad na
Ctyfi Casti analogicky tomu na grupé.

(3) UkéaZeme, ze vyhozeni bodu ze sféry ndm nevadi, a dokdZeme tak Banacha—
Tarského pro sféru.

(4) Kouli rozdélime na sféry a se stfedem koule se vyporddame zv1ast.

Krok (1): rozklad volné grupy F;

Definice. Volnd grupa generovand dvéma prvky je mnozina vSech (koneénych)
slov skladajicich se z ,pismen® a, b, a~!, b~!, pii¢emz a a a™!, resp. b a b~ !, se
v téchto slovech nesmi vyskytovat za sebou; navic obsahuje prazdné slovo e. Tuto
grupu znadime Fy. Prvky F, lze skladat tak, Ze p¥islusna slova napiSeme za sebe? a
piipadné zakézana podslova vyskrtneme®.

Grupu si 1ze nakreslit jako uprostfed na obrazku jako vétvici se strom. Uprostied
je prazdné slovo, pfidédnim a, resp. b, resp. a~!, resp. b~ !, se posuneme nahoru, resp.
doprava, resp. doli, resp. doleva. Na obrazku je vyznaceny nas rozklad F.

3Tento problém nastésti neni az tak pal¢ivy, jak by se mohlo zdat — s uvedenymi patologickymi
pripady se v ,praxi“ témér nikdy nesetkavame, takze pokud se smifime s jistymi nepfili§ striktnimi
omezenimi na mnoziny, u kterych chceme méfit objem (tzv. méfitelné mnoziny), mizeme takovouto
1 sestrojit.

4Pokud je jednim z téchto slov e, jednoduse misto néj nic nenapiseme.

5Pokud po vyskrtnuti vzniknou nova zakdzana podslova, pokrac¢ujeme ve skrtani. Pokud po
vyskrtani nic nezbyde, jde o prazdné slovo e.

11
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Na&s rozklad jsou tedy mnoziny

F, = {slova zac¢inajici symbolem b},

F,-1 = {slova za¢inajici symbolem b=},

F, = {slova zac¢inajici symbolem a} U {e,a™t,a a7, a ta"ta™t,.. . },
F,-1=F, \ (Fb UFp-1 U Fa).

Potom o 'F, UF,-1 = I, a zéroveti i b~ 'F, U Fj-1 = F.

Krok (2): F, jako grupa rotaci a rozklad sféry bez par bodu

Definice. Oznaéme jako® SO(3) mnozinu vsech rotaci v R? okolo podatku.

Tvrzeni. SO(3) je grupa. Neboli obsahuje identitu, kazda rotace p mé inverzni
rotaci p~1 a sloZeni dvou rotaci p, o je opét rotace o o p.

Tvrzeni. SO(3) obsahuje volnou grupu generovanou dvéma prvky. Neboli existuji
dvé nezdvislé rotace a,b € SO(3), tedy takové, ze pokud slozenim rotaci a,b,a=', b~}
dostaneme identitu, pak slovo odpovidajici tomuto slozeni da po zkraceni prazdné
slovo.

Je mnoho riznych pro nase tcely vyhovujicich dvojic a a b. Napiiklad mizeme
zvolit a jako otoc¢eni o tthel o = arccos g kolem osy y , b jako otoceni o tihel o kolem
0sy z.

Jednotkovou sféru (tj. povrch jednotkové koule) se stfedem v pocatku budeme
znacit symbolem S.

Nyni chceme nas ,paradoxni“ rozklad grupy F, prenést na rozklad sféry. Body,
které néjaka rotace necha na misté, ndm v tom vsSak budou délat neporadek. Proto
na né prozatim zapomeneme: ozna¢me D = {x € S;3p € Fy : p(z) = x}.

Definice. Pro bod = € S\ D definujeme jeho orbitu O, = {y € S;3p € F; :
o(x) = y} (Tj. vSechny body, do kterych se z x da dostat pomoci rotace z Fb.
Vsimnéme si, Ze do bodii z D se dostat neda.)

SK oznadeni: S znaéi specialni, O ortogonalni, 3 je dimenze prostoru.
12



TONDA CESIK

Pozorovani. Orbity tvoii rozklad S\ D. Neboli pro z,y € S\ D je bud O, = O,,
nebo O, N O, = 0.

Nyni zvolme T jako vgbérovou mnoZinu pro {O, : x € S\ D}, neboli z kazdé
orbity ddme do T pravé jeden bod. (Zde jsme pouzili axiom vybéru!)

Kazd4 orbita ted ,vypad4 stejné* jako Fy (diky tomu, Ze jsme vynechali D), proto
sféru mizeme rozlozit takto:

Sa ={p(t) : t €T, p € Fu},
Se-1 ={p(t) :t €T, p € Fy1},
Sp={p(t) :t €T, p € Fp},
Sp-1 ={p(t): teT,p € F-1}.

Dokéazali jsme tak

Tvrzeni. S\ D je ekvirozlozZitelnd se dvéma kopiemi S\ D.

Krok (3): ptidani bodii z D zpét

Pripomenme, ze mnozina M je spocetnd, pokud existuje prosté zobrazeni f: M — N
(tzn. M lze ocislovat pFirozenymi ¢isly).

Pozorovani. Grupa F5 je spocetna, a tedy i mnozina D.
Naproti tomu sféra je nespocetnda, coz nam umozni dokazat
Tvrzeni. Pokud je M C S spocetnd, pak S\ M je ekvirozlozitelnd s S.

Duisledek. Sféra je ekvirozlozitelna se dvéma kopiemi sféry.

Krok (4): ze sféry na kouli

Jelikoz na kouli mtzeme pohlizet ,po vrstvach® jako na sjednoceni sfér a stfedu,
dostavame, ze koule bez stredu je ekvirozlozitelnd se dvéma koulemi bez stifedu.
Jednoduse si v8ak rozmyslime, ze

Tvrzeni. Koule bez stiedu je ekvirozloZitelna s kouli.
Tim jsme dokéazali Banachtv—Tarského paradox!

Poznamka. Konstrukci je mozné udélat s rozkladem na pouze 5 ¢asti a je doké-
7ano, ze méné nestaci.
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BANACHUV-TARSKEHO PARADOX

Dukaz silnéjsi verze

K dtkazu silnéjsi verze Banachova—Tarského paradoxu postaci chytfe vyuzit nasle-
dujici vétu.

Véta. (Cantor—Bernstein—Schroder—Banach) Pokud jsou X, Y mnoziny a f: X —
Y, g:Y — X prosta zobrazeni, pak existuji disjunktni mnoziny X, X5, kde X1 U
Xo = X, a disjunktni mnoziny Yy, Ya, kde Y1 UYs = Y, sphiujici f(X;) = Y3,
9(Y2) = Xs.

Dtisledek. Méjme mnoziny A, Ay, B,B; C R?, kde Ay C A a By C B. Pokud A
je ekvirozlozZitelna s By a B je ekvirozloZitelna s Ay, pak je A ekvirozlozitelna s B.

Dusledek. (Banach—Tarski, silngjsi verze) Kazdé dvé mnoziny A, B C R3, které
jsou omezené a maji neprazdny vnitiek, jsou ekvirozlozitelné.

Literatura a zdroje

[1] Francis Edward Su: The Banach—Tarski paradoz,
https://www.math.hmc.edu/~su/papers.dir/banachtarski.pdf

[2] Marton Elekés: Banach—Tarski paradoz, ELTE Summer School in Mathema-
tics, Budapest, 2017.

[3] Alexander ,Olin“ Slavik: Banachiv—Tarského paradoz, sbornik Oldfichov,
2012.
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Uvod do nekonecna

PETR GEBAUER

ABSTRAKT. V prednésce se seznamime se zaklady porovnavani nekonecnych mnozin,
fekneme si o velikostech nékterych znamych mnozin a ke konci si zavedeme ordinalni
¢isla a zkonstruujeme si mnozinu pfirozenych ¢isel.

Zaklady

Nejprve by bylo dobré si fict, co vlastné pod pojmem nekonecno minime. Pro néas
se nebude jednat o zadny objekt, se kterym bychom pracovali, ale o vlastnost, kon-
krétné vlastnost mnozin. Pro zacatek budeme slovo mnozina vnimat ve standardnim
intuitivnim smyslu, jak se asi uc¢i na vétsiné stfednich skol.

Definice 1. Mmnozinu prohlasime za nekonecnou pravé tehdy, kdyz nebude exis-
tovat zadné prirozené Cislo, které se rovnd poctu jejich prvka (za prirozené ¢islo
budeme povazovat i nulu). Ostatni mnoziny oznaéime slovem konecné.

Nabizi se otazka, zda nékteré nekonec¢né mnoziny jsou mensi nez jiné a jak vlastné
tyto vztahy vétsi, mensi, stejné velka definovat, aby pfiblizné odpovidaly nasim intu-
itivnim pfedstavam. Budeme postupovat jako malé dité, které chce rozdélit bonbony
na dvé stejné velké hromadky, ale nezné Cisla, kterd by vyjadtila jejich pocet (bon-
bont je moc), a bonbony, resp. prvky mnoziny, sparujeme. Protoze jsme ale uz velké
déti, provedeme to trochu formalnéji pres zobrazeni.

Definice 2. Zobrazeni z : A — B nazveme prosté pravé tehdy, kdyz pro vSechna
x,y € A, x # y plati z(x) # z(y). Nazveme jej na pravé tehdy, kdyZ pro kazdé y € B
existuje x € A takové, ze plati z(x) = y. Pokud je zobrazeni prosté a na, nazveme
jej bijekct.

Bijekce tedy odpovidd nasemu sparovani, kazdy prvek A ma svij protéjsek v B
a zadné dva sviij protéjsek nesdileji, stejné tak prvky B.

Definice 3. O dvou mnozindch A, B fekneme, Ze jsou stejné velké (maji stejnou
mohutnost), coz budeme znacit A = B, pravé tehdy, kdyZz mezi nimi existuje bijekce.
Podobné existenci prostého zobrazeni z A do B ozna¢ime A < B. Koneéné pokud
A = B, ale tyto mnoziny nejsou stejné velké, budeme psit A < B. Analogicky
definujeme =, >.
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Nyni se nabizi par otazek:

(1) Musi vZdy nastat A < B nebo B < A?

(2) Pokud A~ B aBCC,jenutné A <C?

(3) Pokud A < B a B < A, musi uz platit A ~ B?

Cviéeni 4. Rozmyslete si, ze
(1) pokud A ~ B, pak B = A;
(2) pokud A~ B a B~ C, pak A = C}
(3) pokud A X B a B <X C, pak také A < C.

Cviéeni 5. Porovnejte velikosti mnozin N*, N, Z, Q.

Definice 6. Pro mnozinu A ozna¢ime P(A) = {B: B C A}, tedy mnozinu vSech
podmnozin mnoziny A.

Véta 7. Pro kazdou mnozinu A plati P(A) > A.

Dikaz.  Zjevné plati A < P(A), tudiz sta¢i dokazat, Ze nejsou stejné velké. Mé&jme
pro spor néjakou bijekei b: A — P(A). Vezméme mnozinu M = {x € A: z ¢ b(z)}.
Plati M € P(A), tudiz existuje n&jaké m € A takové, ze b(m) = M. Tim jsme ovSem
ve sporu, nebot m € M & m ¢ M.

Predchozi tvrzeni nam tedy rika, Ze nékteré nekoneéné mnoziny jsou skutecné
mensi nez jiné. Pokud vSak uvazime libovolnou nekoneénou mnozZinu A, musi pro
kazdé ptirozené cislo n platit, Ze obsahuje vice prvkt nez n, coz ndm piimocaie
uréuje prosté zobrazeni z : Nt — A: postupujeme od 1 a kazdému ¢islu pfifadime
libovolny prvek A, ktery jsme jesté neptitadili. Takovy prvek musi pro kazdé kladné
pfirozené n existovat, protoZe jinak by méla A maximélné n prvka. To znamen4, Ze
N je nejmensi nekonecna mnozina. Tak si jeji velikost rovnou pojmenujeme.

Definice 8. Mnozinu A oznaéime za spocetnou pravé tehdy, kdyz A < N. V opac-
ném piipadé ji oznacime za nespocetnou.

Tvrzeni 9. (0;1) > N.
Cviceni 10. Kolik se do roviny vejde (spocetné, nebo nespocetné) disjunktnich
(podobnych):
a) kruznic,
b) kruhd,
c¢) osmicek,
d) osmicek s vynechanym stiedem?
Véta 11. (Cantor-Bernstein) Pokud A < B a B < A, pak A~ B.
Véta 12. Pro vSechnaa,b € R, pro ktera je a < b, plati (0;1) = (0;1) =~ (a;b) =~ R.
Véta 13. R~ P(N).
Véta 14. Méjme nekonecnou mnozinu A. Poté (P(A))? < P(A%).!

1Plati rovnost, ale tu nebudeme dokazovat.
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Diikaz. Protoze P(A) ~ P(A)\ {0}, a tedy (P(A))? ~ (P(A) \ {0})?, sta¢i najit
prosté zobrazeni z : (P(A)\{0})? — P(A?). To lze definovat jako z([B,C]) = Bx C
pro B, C neprazdné, B,C C A. Toto zobrazeni je prosté, nebot z kartézského soucinu
B x C riizného od ) Ize opét jednozna¢né uréit mnoziny B, C.

Dusledek: C ~ R? =~ R.

Russelliiv paradox a axiomy

Nyni se seznamime s takzvanym Russellovym paradoxem. Mnozinu jsme do nynéjska
povazovali prosté za jakysi pytel, kam miZeme nahazet cokoliv. Takze mtuzZzeme vzit
pytel a nahazet do néj tplné vSechny ostatni pytle, neboli uvazme mnozinu vsech
mnozin. Ted z ni vyhdzime vSechny mnoziny, které obsahuji sebe sama (ty se ndm
nelibi, protoze jsou divné), ¢imz jsme ziskali mnoZinu vSech mnozin, které nejsou
prvky sebe sama. Jenze ouha, kdyZ nas napadne otazka, zda je takto vytvorend
mnozina prvkem sebe sama, zjistime, Ze jsme ve sporu. Zfejmeé je potfeba pro mno-
ziny zavést néjaka pravidla a poradnou teorii s axiomy. My se s nimi spiSe jen zbézné
sezndmime:

(1) axiom existence: (3z)(Vy)(y ¢ x)

(2) extensionality: ((Vz)(z €z < z€y)) = (x=1y)

(3) dvojice: (v y)(32)(= = {x,y})
(4) schéma vydéleni: Pokud ¢(z) je formule neobsahujici y, pak (Vz)(Jy)(Vz)
(zeye (zexAhp(z)).
sjednoceni: (Vz)(3s)(Vz)(z € s & (Fy € ) (2 € y))
potence: (Vz)(Jy)(y = P(x))
(7) schéma nahrazeni: Mé&me formuli ¢ (z,y), kterd neobsahuje b, yo,y1. Bu-
deme ji vnimat jako zobrazeni, tedy znacime ¥ (z,y) jako f(z) = y. Potom
(Vo y0, y1) (((f(z) = yo) A (f(x) = y1)) = yo = y1) = (Va)(I)(b = {f () :
x € a})).
fundovanosti neboli regularity: (Vz # 0)(Jy € 2)(Vz € y)(z ¢ z)
nekoneéna: (Im)(0 € m A (Vz € m)(z U {z} € m))

(10) vybéru: (Va)((Vz € a,y € a)(z #y < zNy = 0) = (Fb)(Vz € a)(Fy)(zNb =
{v})

Tyto axiomy nam tedy zarucuji existenci nékterych mnozin a existenci jinych
vyluéuji (jako téch z Russellova paradoxu). Obcas se ale hodi pouzivat mnozZinu
v dfivéjSim intuitivnim smyslu, v tom ptipadé pouzijeme slovo trida. Ttida je urcena
néjakou formuli a za jeji prvky povazujeme vse, co spliiuje tuto formuli. TFidu, kterd
neni zaroven mnozinou, nazyvame vlastni. Abychom se vyhnuli Russellovu paradoxu,
zavedeme pravidla:

W

—~
S Ot
— —

—~~
© oo
—

(1) Vlastni t¥ida nemize byt prvkem zadné t¥idy ani mnoziny.
(2) Ttidy nelze ve vyrocich kvantifikovat (napf. ptat se, zda existuje ti¥ida spl-
fiujici néjaké pozadavky).
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Standardné se na stfednich Skoldch definuje zobrazeni jako mnozina, obcas se ale
v teorii mnozin pouziva zobrazeni, které mnozinou byt nemize, popf. se nechceme
zabyvat tim, jestli mize byt mnozinou. Proto si dovolime, aby zobrazeni byl prosté
néjaky predpis, ktery prifazuje jednoznac¢né. Pokud to chcete formalnéji:

Definice 15. (pro fajnsmekry) TFidové zobrazeni je formule v (z,y) neobsahujici
proménné xg,yo takova, Ze pro kazdé x( existuje maximalné jedno yg, pro které je
formule 9 (zo,y,) splnéna. Jeho defini¢nim oborem potom nazyvame tiidu vSech xo,
pro kterd existuje yo takové, ze formule ¢)(zg, yo) je splnéna.

A zobrazeni podle klasické definice budeme Fikat mnoZinové.

Definice 16. MnoZinové zobrazeni z : A — B je podmnoZina A x B takové, ze
(Vz1, 21 € A)(2(x1) = 2(x2) = T1 = x2).

Nyni se pokusime dokdzat o nékterych mnozindch (konkrétné N,Z, Q,R,C), zZe
skutecné existuji. U toho si zaroven vytvorime uziteCny nastroj pro vyjadfovani
velikosti (nekoneénych) mnozin.

Véta 17. Pokud existuji A, B, pak existuje i A X B.

DUM a ordinaly

Definice 18. Dobfe usporddanou mnozinou (zkracené DUMou) nazveme uspora-
danou dvojici [D,U], kde D,U jsou mnoziny splitujici
(1) U €D x D\ {[z,z] : x € D} (neboli U je ireflexivni relace na D; kde pro
a,b € D vnimame [a,b] € U jako a < b);
(2) (Ya,b € D)((a # b) = (([a,b] € UA[b,a] ¢ U)V ([b,a] € U Ala,b] ¢ U)))
(neboli vzdy nastane pravé jedna z moznosti a < b,b < a,a = b);
(3) ([a,b] € UA[b,c] € U) = ([a,c] € U) (neboli U je tranzitivni, tj. pokud a < b
a také b < ¢, pak i a < ¢);
(4) VAC D)3m e A)(Vz € A)(x =mV [m,z] € A) (neboli kazdd podmnozina
D ma4 sviij nejmensi prvek, z bodu (2) plyne, Ze je jediny).
Matematickym objekttim, které splituji body (1) az (3) fikdme obecné linedrné uspo-
tddané. Za prvky DUMy [D, U] budeme oznacovat prvky D a ¢asto budeme mnoZinu
U znaéit znaménkem, kterym je urcend, tedy napf. budeme mluvit o DUME [A4, <].

Definice 19. Pro DUMu D a jeji prvek = oznadime jako D «+ x mnoZinu {z €
D : y < a2} uspofaddanou podle usporadani D (ale jen na této mensi mnoZing).

Definice 20. Mg&jme zobrazeni z : A — B, kde A, B jsou DUMy?2. Toto zobrazeni
nazveme rostouct pravé tehdy, kdyz zachovava usporadani, neboli (Va,b € A)(a <
b= z(a) < z(b)). DUMy A, B nazveme stejné velké, znac¢ime ~, pravé tehdy, kdyz
mezi nimi existuje rostouci bijekce. Rekneme, 7e A je mensi neZ B, zna¢ime A < B,

2Striktné vzato tim minime zobrazeni D4 — Dp, kde A = [D4,Ua], B = [Dp,Usg|.
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pravé tehdy, kdyz existuje rostouci bijekce mezi A a B < x pro néjaké x € B.
Intuitivné pak definujeme A < B,A > B, A > B.

Véta 21. Pro kazdé dvé DUMy A, B plati pravé jedna z moznosti A < B, A ~
B, A > B.

Definice 22. Méjme néjakou DUMu [D, U] a k ni zobrazeni f definované ptedpi-
sem f(x) = {f(d): d < z}, potom typem [D, U] nazveme mnozinu {f(z) : x € D}.
Mnoziny, které jsou typem néjaké DUMy nazveme ordindlni ¢isla, nebo zkracené
ordindly.

Existence jednotlivych obrazti prvkt DUMy plyne z axiomi vydéleni (pro exis-
tenci D < x) a nahrazeni. Dal$im pouzitim axiomu nahrazeni ziskdme, Ze existuje
samotny typ DUMy. Zaroven lze (transfinitni) indukci dokazat, Ze je uréen jedno-
znacne.

Véta 23. Kazdé ordinalni cislo je dobfe usporadano znaménkem €.

Diikaz. Méjme néjaky ordinal a. Z definice se jedna o typ néjaké DUMy, kterou si
ozna¢ime A a vybereme z ni libovolné dva rtizné prvky aj, as (ono jich bude vic, takze
vybereme libovolnou z nich). Z definice rovnéz plati a1 < az = f(a1) € f(az), kde f
je zobrazeni z definice ordinala. Pokud by v8ak zaroveni platilo f(az) € f(a1), dostali
bychom spor s axiomem fundovanosti (resp. jeho konjunkci s axiomem dvojice).
To znamend, zZe také f(a1) € f(az) = a1 < ag. Zaroven zadné f(a) pro a € A
neobsahuje sebe sama, tudiz a; < a2 < f(a1) € f(az), coz znamend, Ze [, €] je
také DUM (dokonce stejné velkd jako A).

Cviceni 24. Dokazte, ze kazdé dvé stejné velké DUMy maji stejny typ; a pokud
pro dva ordindly «, 8 plati o ~ 5, pak a = §.

Véta 25. Pro libovolna ordinalni ¢isla o, 3,7y plati a € Va = BV L € a a
zarovenl (« € BAS € v) = a € 5. Navic libovolna mnozina ordinalii mé prvek, ktery
Jje zaroven prvkem vsech ostatnich.

Definice 26. Ordinaly si rozdélime do tfi skupin:

(1) Nulovy, tj. @ (uvédomte si, pro¢ je to ordinal),

(2) Izolované jsou takové, které maji pfimého pfedchtidce (tj. maji nejvétsi pr-
vek),

(3) Limitni jsou vSechny ostatni.

Pfirozena a dalsi cisla

Definice 27. Konecnymi nazveme pravé ty izolované a nulové ordindly, pro které
jsou vSechny mensi ordinély také izolované ¢i nulové.

Nyni uvaZme néjakou (existujici) mnozinu zkonstruovanou zpisobem uréenym
v axiomu nekonec¢na a pomoci axiomu vydéleni z ni vyberme pouze ty prvky, které
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jsou koneénymi ordinély. Takto zkonstruovanou mnozinu oznac¢ime N a jejim prvkim
budeme fikat pfirozena ¢isla (mnozinou NT pak rozumime N\ {0}).

Véta 28. N obsahuje vSechna konecna ordinalni ¢isla.

Diikaz. Vezméme pro spor nejmensi kone¢ny ordinal n ¢ N.? Protoze je kone¢ny,
mé nejvétsi prvek n’, ktery obsahuje v8echny ostatni prvky n, tedy n = n’ U {n’}.
Protoze n’ je mensi nez n, je prvkem N. V tom piipadé ale z konstrukce N plyne, Ze
n € N pravé tehdy, kdyz je koneénym ordinalem, ¢imz dostavame spor.

Jako Z potom ozna¢ime mnozinu ({0,1} x N) \ {[0,0]}, kde [0;n] chdpeme jako
—n, a vynechand dvojice tedy je ,,—0“. Jako Q déle oznad¢ime mnozinu {[p,q| €
P

Z x N* : nsd(|p|, q) = 1}, kde [p, q] chdpeme jako ¢ (mizete si rozmyslet, jak na ni

definovat usporadani). Poté definujeme R = {z € P(Q) : (V[a,b] € Q*)((a <bAb €
x) = a € x)}. Redlné ¢islo x je pro néds tedy mnozina vSech racionélnich éisel, ktera
jsou mensi nebo rovna x. A nakonec definujeme C = R2.

Vsimnéte si, ze pfi tomto zavedeni striktné vzato neplati N C Z C Q C R C
C. Mohli bychom ale pfedchozi mnoziny pfirozenych a jinych éisel oznaéit jen za
pomocné a vydélit odpovidajici ¢isla zpét z C. Tim by se ale porusSilo hezké tvrzeni,
Ze prirozena Cisla jsou koneénymi ordindly, a tedy trochu predstava, ze ordinaly jsou
jakasi 'nekonecné velka prirozena ¢isla’. Ony totiz celkem hezky vyjadiuji nejen typ
DUM, ale nékteré z nich (nazyvame je kardindly) také velikost mnozin obecné.

Literatura a zdroje
[1] PraSeéi serial 35. ro¢niku
[2] David Hruska: Nekonecéno, Staré Mésto, 2015.

Ke studiu mohu také doporucit videa Mirka Olsaka ,,Esence teorie mnozin“.

3Zde ptedpokladam, Ze i podtiida ordinalt, kterd neni mnozinou, musi mit nejmensi prvek.
Muzete si to zkusit rozmyslet, ale je to jen takova technikélie.
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Matematicka indukce

VERGA HLADIKOVA

ABSTRAKT. Prispévek slouzi jako sbirka tiloh na procvic¢eni matematické indukce.
V tvodu uvadim princip MI s par motiva¢nimi ptiklady a dale zde najdete pfiklady
nejen z PraSatka.

Matematicka indukce je jedna ze zédkladnich dikazovych metod, ktera se obvykle
pouziva, chceme-li dokézat, Ze néjaké tvrzeni ¢i matematickd véta plati pro vSechna
prirozend cisla.

Tvrzeni. (Princip matematické indukce) Bud V(n) vyrok zavisly na prirozeném
c¢isle n. Predpokladejme, ze jsou splnény nasledujici dvé podminky:

(i) V(1) je pravdivy vyrok.

(ii) Pro kazdé k € N plati implikace V (k) = V(k + 1).
Pak vyrok V(n) je pravdivy pro kazdé n piirozené.

Poznamka. Reseni vyuzivajici matematickou indukci zpravidla sestdva ze dvou
krokti. Nejprve ovéfime prvni podminku (to jde vétsinou snadno). Potom provedeme
tzv. indukéni krok, diikaz druhé podminky. Ten obvykle vedeme tak, ze predpokla-
dédme platnost V (k) a odvodime V(k + 1).

Vzorovy priklad

Piiklad. Zapis vyraz 14+3+54 .-+ (2k — 1) v jednodussi formé.
Reseni: Ukédzeme, Ze pro kazdé k € N plati

1+3+5+ -+ (2k—1) = k%

Toto tvrzeni dokéZeme indukci. Pro k = 1 skute¢né nastava rovnost (2-1—1 = 12).
Daéle bud ¢ € N libovolné.

Dokéazeme, ze pokud tvrzeni plati pro ¢, plati i pro ¢+ 1. Jelikoz jsme vysSe ukazali,
ze plati pro jednicku, bude pak muset platit také pro vSechna pfirozend k. Chceme
tedy dokazat, ze

143454+ (2t —1)+ (2t +1) = (t + 1)?,
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pricemz mizeme vyuzit toho, ze
14+3+5+ -+ (2t —1) =+ (1)
Dosadme nyni do levé strany dokazovaného tvrzeni vztah (1) a upravme
M+34+5+--+2—D]+2t+1)=t>+ (2t +1) = (t+1)°
Jsme hotovi.

Tvrzeni. (Princip silné matematické indukce) Bud'V(n) vyrok zavisly na pfiroze-
ném c¢isle n. Predpokladejme, ze jsou splnény nasledujici dvé podminky:
(i) V(1) je pravdivy vyrok.
(ii) Pro kazdé k € N plati implikace: pro kazdé m < k je V(m) pravdivé =
V(k+1) je pravdivé.
Pak vyrok V(n) je pravdivy pro kazdé n piirozené.

Priklad. Ukaz, ze kazdé n € N,n > 2 Ize zapsat jako souéin prvodisel.

Na rozjezd

Priklad 1. Méjme v roviné n kruznic, které ji déli rovinu na nékolik oblasti. Ukaz,
ze je mozné kazdou z téchto oblasti vybarvit jednou ze dvou barev tak, ze zadné dvé
oblasti se stejnou barvou spolu nesousedi.

Piiklad 2. Mé&jme n piimek v roving, z nichZ zaddné dvé nejsou rovnobézné a zadné
t¥i se neprotinaji v jednom bodé. Dokaz, ze déli rovinu na %n(n +1) 4 1 casti.
Priklad 3. Dokaz, ze pro vSechna n € N mtZzeme trojkostickami tvaru L pokryt
Sachovnici 2™ x 2", ze které jsme odstranili jedno policko.

Priiklad 4. Dokaz, ze kazdé pfirozené n > 12 jde zapsat jako soucet nékolika ¢tytek
a pétek.

Priklad 5. Necht funkce f spliiuje pro kazdé n > —1 vztah

f(n+2)=2f(n+1) - f(n).

Dokaz, ze pokud plati f(0) = 1 a zaroveni f(1) = 2, pak f(n) = n+ 1 pro vSechna
cela n > —1.

Priklad 6. Dokaz, ze vSechna ¢isla ve tvaru 12008, 120308, 1203308, . .. jsou déli-
telna ¢islem 19.

Priiklad 7. Tabulka c¢okolddy ma n fad a m sloupct. Kolikrat musis ¢okoladu
prelomit, abys ziskal(a) jednotlivé ¢tverecky?

Priklad 8. Dokaz, ze pro kazdé n € N existuje n-ciferné piirozené ¢islo délitelné
éislem 2", které ma za cifry pouze jednicky a dvojky. (MKS 26-4-6)
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Dalsi alohy

Priklad 9. Méjme redlné ¢islo x takové, ze x + % je celé cislo. Dokaz, ze pak je i
1

z" + — celé ¢islo pro libovolné n € N. (MKS 26-4-3)
o

Priklad 10. V PraSestdnu je n mést. Mezi kazdymi dvéma mésty vede jedno-

smérna cesta. Dokaz, ze existuje cesta vedouci pfes vSsechna mésta pravé jednou.

Piiklad 11. V roving je ddno 2n bodii, n > 2, v obecné poloze!. Déle je mezi
témito body sestrojeno n? + 1 tiseéek. DokaZ, Ze existuje trojice bodtl, ve které jsou
kazdé dva spojeny tiseckou.

P¥iklad 12. Mé&jme n = 2*, k > 0. Doka#, ze z libovolnych (2n — 1) piirozenych
Cisel lze vybrat n takovych, ze jejich soucet je délitelny cCislem n.

Piiklad 13. Mgjme f(1) = f(2) =1, f(n) =3(f(n—1)+ f(n—2))+1 pron > 3.
Dokaz, 7e pro v8echna n € N je (f(3n) + f(3n + 1)) délitelné éislem 32.

Priklad 14. DokaZ, Ze pro libovolné n > 0 piirozené plati 3" +! | 23" 4+ 1.

Soucty a souciny

Piiklad 15. Dokaz, Ze pro libovolné n € N plati
. _ n(n+1)(2n+1)
(1) 12+22+ - +n? = 2=t
(i) B+224+3 4+ +nd=1+2+3+---+n)
(iii) 12 +42+ 72+ -+ (3n—2)? = In(6n? —3n —1).
Priklad 16. Dokaz, Ze pro vSechna n € N plati
m+1)(n+2)---2n=2"-1-3---(2n—1).
Piiklad 17. Dokaz, Ze pro vSechna n € N plati

1 1 1

— <1
+ +n(n+1)<

12 2.3 "

Priklad 18. Dokaz, Ze pro libovolné n > 2 plati nerovnost
1 n 1 P 1 S 1

n+1 n+2 2n = 27

Priklad 19. Bud n > 2 pfirozené ¢islo, pak plati
1 1 1 2
- — ) (1-—=) - (1-==)<=.
(-38) (-38) - (- ) <3

1tj. zadné tii nelezi na pifmce
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Navody

1. Indukce, prebarvi rovinu po pfidani jedné kruznice.

2. Kolik novych oblasti se vytvofi pfi pfidani jedné pFimky?

3. Rozdél pole 27+ . 27+ na 4 étverce.

4. MIn—n+4

5. Vyjadii f(n + 1) pomoci f(n) a f(n — 1) a ovéf vSechny podminky.
6. Jaky je rozdil mezi dvéma po sobé& jdoucimi ¢isly?

7. Silné indukce (nebo invariant ;).

8. Jaky zbytek dava 10"~! resp. 2-10"~! (mod 27)?

9. (z+3) @+ )

10. Silna indukce.

11. Odeber dva spojené vrcholy a pouzij pfedpoklad.

1k2.1 Najdi dostatek podmnozin ¢&isel o velikosti 271, jejichZz soucet je délitelny
26—,

13. Vyjadii f(3(n+1)) a f(3(n+ 1) + 1) pomoci f(3n) a f(3n + 1).
14. Vydél vyraz pro n + 1 vyrazem pro n.
15. (i) 2n®’+Tn+6=(n+2)2n+1)

(ii) (a+ b)% = a® + 2ab + b*

(iii) (n+1)(6(n+1)2 =3(n+1)—1) = 60>+ 1502 + 11n + 2
16. Dosad pravou stranu pro n do levé strany pro n + 1.
17. Vymysli, ¢emu se rovna leva strana, a ovéf MIL.

18. Jaky je rozdil vyrazu pron a n+ 17

19. Ukaz, 7e 3 - (1- k) < ke

Literatura a zdroje

[1] Jarda Hanél, Indukce bez krdliki, Dobra Voda 2010.
[2] Anicka Dolezalova Indukce, Staré Mésto 2015
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Tétivové Ctyrahelniky

HoNzA KADLEC

ABSTRAKT. Jednoduchd a zakladni pfednaska o tétivovych ¢tyfuhelnicich. Hlavni
duraz je kladen na pocitani thla a hledani tétivovych ¢tyfahelnikt. Prispévek obsahuje
znéni vét o obvodovych, stfedovych a tsekovych thlech a nékolik uloh, véetné mnoha
aloh olympiadnich.

Zakladni pojmy

Véta. (o obvodovych a stiedovych tthlech) Méjme kruznici se stfedem S, jeji tétivu
AB a libovolny bod M na vétsim oblouku AB. Uhel ASB nazyvame stredovijm a
tthel AM B obvodovym k piislusné tétivé AB. Plati, Ze |<ASB| = 2|<AMB].

Véta. (o tsekovych thlech) Méjme kruznici a na ni tétivu AB. Vedme piimku ¢,
ktera se dotyka kruznice v bodé A. Odchylku AB od t nazveme usekovym thlem
k tétivé AB. Usekovy tihel ma stejnou velikost jako piislusny obvodovy tihel.

Definice. Ctyithelnik je tétivovy, kdyZ mu lze opsat kruZnici.

K dtikazu tétivovosti ¢tyruhelnika ndm mohou pomoci dvé jeho zakladni vlastnosti
(plynouci trividlné z véty o obvodovém a stfedovém tihlu). Ctyithelnik je tétivovy
pravé tehdy, kdyz je splnéna jedna z podminek:

(i) soucet protéjsich thla je 180°,
(ii) jedna z jeho stran je vidét ze zbylych vrchold pod stejnym thlem.

D o D

A 180 —a
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TETIVOVE CTYRUHELNIKY
Lehké priklady

Priklad 1. M¢jme trojuhelnik ABC. Osa thlu BC'A protind kruznici opsanou
AABC v bodé S # C. Dokazte, ze S je stied oblouku AB (ktery neobsahuje bod
).

Priklad 2. Méjme trojuhelnik ABC' s prusecikem vysek H. Dokazte, Ze obrazy H
v osovych soumérnostech podle stran AABC' lezi na kruznici opsané ABC.

Priklad 3. Oznaéme D, E a F paty vySek ostrouhlého trojuhelnika ABC. Do-
kazte, ze vysky AABC jsou osami thla ADFEF.

Priklad 4. Necht M je libovolny vnitini bod piepony AB pravouhlého trojihel-

nika ABC. Ozna¢me S, S; a Sy stiedy kruznic opsanych postupné trojuhelnikiim

ABC, AMC a BMC. Dokazte, ze body M, C, Sy, So a S lezi na jedné kruznici.
(MO 56—-A-1I-3a)

Priklad 5. Rovnostrannému trojuhelniku K LM opiSeme kruZnici. Na kratsim ob-
louku KL této kruznice si zvolime bod (). Pak z bodu M spustime kolmice na
piimky QK a QL a jejich paty oznac¢ime E a F. Ukazte, ze trojuhelnik M EF je
rovnostranny. (MKS 28-2-3)

Dalsi priklady

Priklad 6. (Simsonova pfimka) Je dén trojahelnik ABC a bod D na jeho kruznici
opsané. Z bodu D spustime kolmice na strany BC, CA, AB a jejich paty oznac¢ime
P, Q, R. Dokazte, ze P, Q, R lezi v pfimce.

Priklad 7. Na kratsim oblouku AB kruznice opsané ¢tverci ABC'D je bod P.
Necht PDNAB =X a PCNBD =Y. Dokazte, Ze |[<XY B| = 90°.

Véta 8. (Japonsky teorém) Necht je ABC D libovolny tétivovy ¢tyfihelnik a necht
jsou My, My, Ms, My stredy trojihelniki NABD, NABC, ABCD, ANACD. Pak
je ¢tyrahelnik My MsMs M, pravouihly.

Dikaz. Dokaz za pomoci znalosti o tétivovych ¢tyfthelnicich a tthlech. O

Priklad 9. Uvnitf zdkladny AB rovnoramenného trojthelniku ABC' lezi bod D.
Zvolme bod E tak, aby ADFEC byl rovnobéznik. Na polopfimce opa¢né k FED lezi
bod F takovy, ze |EB| = |EF|. DokaZte, ze délka tétivy, kterou vytind pfimka BE
v kruznici opsané trojuhelniku ABF, je dvojnasobkem délky tsecky AC.

(MO 66-A-1-5)

Piiklad 10. V konvexnim ¢&tyfthelniku ABCD plati |[<ABC| = |<ACD| a
|<ACB| = |<<ADC|. Pfedpokladejme, zZe stied O kruznice opsané trojihelniku BC'D
je rizny od bodu A. Dokazte, ze tthel <OAC je pravy. (MO 67-A-1-5)

Priklad 11. Je dan ostrothly trojihelnik ABC s priiseéikem vysek H. Osa ihlu
<BHC protina stranu BC' v bodé D. Oznacme postupné F a F obrazy bodu D
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v osovych soumérnostech podle pfimek AB a AC. Dokaite, Ze kruZnice opsand
trojihelniku AEF prochazi stfedem G kruznicového oblouku BAC.
(MO 66-A-III-5)

Priklad 12. Je dan rovnoramenny lichobéznik ABCD s delsi zékladnou AB.
Oznac¢me [ stfed kruznice vepsané trojuhelniku ABC a J stfed kruznice pripsané
strané AD trojuhelniku ACD. Dokazte, ze pfimky IJ a AB jsou rovnobézné.
(MO 67-A-II1-5)
Priklad 13. Je déna kruZnice nad praumérem UV a jeji tétiva AB se stfedem S
takova, ze bod B nelezi na UV. Patu kolmice z B na UV oznac¢me C. Ukazte, zZe
thel BC'S se nezméni, pokud s tétivou AB zacneme pohybovat po celé kruznici.
(MKS 28-2-6)
Priklad 14. Je dén rovnobéinik ABCD s tupym thlem ABC. Na jeho tthlopficce
AC' v poloroving BDC' zvolme bod P tak, aby platilo |<BPD| = |<ABC|. Dokazte,
ze primka C'D je te¢nou ke kruznici opsané trojihelniku BC' P, pravé kdyz tsecky
AB a BD jsou shodné. (MO 59-A-11-2)

Literatura a zdroje

[1] Martin Tépfer: Tétivové étyiuhelniky, Mentaurov, 2013.
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Cyklotomické polynomy

DANIL KOZEVNIKOV

ABSTRAKT. Na prednésce si ukdzeme nékteré zakladni vlastnosti cyklotomickych po-
lynomi, které maji radu aplikaci ve vysokoskolské i pokrocilé olympiadni matematice.
Nabyté znalosti vyuzijeme v elegantnich dikazech specialniho pripadu Dirichletovy
véty a Zsigmondyho véty.

Cyklotomické polynomy jsou objektem, se kterym se pfirozené setkdme, koukame-
li se na rozklady polynomti tvaru z"™ — 1 pro pfirozend n. Pojdme si ale nejdiive
predstavit nékolik pojmu a tvrzeni, bez nichz se neobejdeme:

Definice. O polynomu fekneme, ze je monicky, pokud je jeho vedouci koeficient
roven 1.

Definice. Je-li K okruh, tak okruh polynomi nad K (znac¢ime K[z]) je mnozinou
polynomt jedné promeénné, jejichz koeficienty lezi v K. Budeme pracovat s okruhy
Rz], Clz], Q[z], Z[z] a Zp|z].

Definice. O polynomu P € K[x] fekneme, Ze je ireducibilni nad K, pokud neexis-
tuji nekonstantni polynomy @, R € K[z] takové, ze P = QR.

Véta. Pro libovolné téleso K m4 nenulovy polynom P(x) € K[z] stupné n nejvyse
n korenti v K.

Véta. (Zakladni véta algebry) Nenulovy polynom P(x) € C[z] stupnén mé (véetné
ndsobnosti) pravé n kofeni v C.

Véta. (Déleni se zbytkem) Pro libovolné nenulové polynomy P(x),Q(x) € K[z]
existuji jednoznacné dané polynomy A(zx),B(xz) € Klz|, pro které plati P(x) =
A(z)Q(z) + B(z) a deg(B) < deg(Q).

Véta. (Gaussova) Je-li monicky polynom ireducibilni nad Z|x], pak je ireducibilni
i nad Q[z].

Definice. O cisle a € C fekneme, ze je algebraické, pokud existuje monicky po-
lynom P € Qlz], jehoZ je a kofenem. Mé-li navic P ze vSech takovych polynomu
nejnizsi mozny stupenl, tak ho nazyvame minimdinim polynomem «; deg(P) pak
nazyvame stupném c.
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Definice. O komplexnim ¢isle z fekneme, ze je odmocninou z jedné, pokud je
kofenem polynomu z" — 1 pro néjaké prirozené n. Pokud navic pro vSechna cisla
mensi nez n plati 2™ # 1, tak je z primitivnd n-tou odmocninou z jedné. Déle

i

budeme znacit w, = e .

Definice. Pro libovolné prirozené n definujeme cyklotomicky polynom jako

D, (x) = H (z — wh).

1<i<n, gcd(n,i)=1
Cviéeni. Spoctéte si nékolik prvnich cyklotomickych polynomi. Jaky je fad poly-
nomu &, (x)?

Cviceni. Rozmyslete si, ze ®,, je monicky polynom, jehoz kofeny jsou pravé pri-
mitivni n-té odmocniny jedné.

Cvi€eni. Nahlédnéte, Ze plati [];, ®a(z) = 2" — 1. Z toho odvodte zndmou
identitu n =}, (d).
Véta. Pro libovolné piirozené n ma polynom ®,,(x) celociselné koeficienty.

Cvi€eni. Dokazte, ze ®,(z) je reciproky pro n > 2, tj. Ze pro jeho koeficienty a;
plati ag(n)—i = ai-

Cviceni. Ukazte, Ze soucet primitivnich n-tych odmocnin z jedné je roven u(n),
kde p je Mobiova funkce.

Véta. Je-li p prvocislo an jeho ndsobek, pak plati ®,,(x) = ®,,(«?). Pokud n neni
délitelné p, pak plati ®,, ()P, (z) = @, (2?).

Cviceni. Spocététe si nékolik dalsich cyklotomickych polynomii pomoci minulé
véty.

Cvi€eni. Rozmyslete si, Ze pro lichd n > 3 plati 3, (z) = ®,(—2).

Cvi€eni. Ukazte, Ze pro nesoudélné n, a plati @, () =[], Pna().

Véta. (MFV pro polynomy) Bud p prvodislo, x celé ¢islo a f(x) polynom s celodi-
selnymi koeficienty. Potom plati f(zP) = f(x)” (mod p).

Véta. @, (z) je ireducibilni v Z[x] pro libovolné pfirozené n.

Rédy a nesoudélnost

Véta. Pro prirozené ¢islo n a prvocislo p takové, ze ged(n, p) = 1, neexistuje zadny
nekonstantni polynom m € Zy[z] takovy, ze m?(x)|a™ — 1.
Véta. Neni-li mn délitelné prvoéislem p, pak jsou v Z,[x] polynomy ®,,(x) a ®,,(z)

nesoudélné.
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Véta. Bud p prvocislo. Potom pro libovolné celé t a libovolné piirozené n, nesou-
délné s p, plati p|®,,(t) < ordy,(t) =n.

Cviceni. Rozmyslete si, Ze z minulého cviceni vyplyva existence primitivniho prv-
ku modulo p.

Véta. Budte m,n riznd piirozend ¢isla. Jsou-li hodnoty ®,,(t) a ®,(t) soudélné
pro néjaké celé t, pak existuje prvocislo p a celd ¢isla k,l, pro néz 7t = p* a
ged(®@,, (1), @, (1)) = pt.

Vé&ta. (Schurova véta) Mnozina hodnot libovolného nekonstantniho polynomu P €
Z[x] v pfirozenych ¢islech ma nekone¢né mnoho prvociselnych délitelu.

Véta. (slabsi Dirichletova véta) Aritmetickd posloupnost {an + 1}°2, obsahuje
nekone¢né mnoho prvocisel pro libovolné prirozené a.

Zsigmondyho véta

Véta. (Zsigmondy) Jsou-li a > b nesoudélnd prirozend d¢isla, tak pro libovolné
prirozené n ( tedy az na nize uvedené vyjimky) existuje prvodislo p, jez déli a™ — b",
ale nikoliv a* —b* pro 1 < i < n (tzv. primitivni prvociselny délitel). Jediné vyjimky
tvori nasledujici pripady:

(I) n=laa—-b=1

(2) n=2aa+b=2"prokeZ

(3) a=2,b=1,n=6
Analogické tvrzeni plati i pro a™ + b", aZ na vyjimku a =2,b=1,n = 3.

Cvicéeni. Existence primitivniho prvociselného délitele a™ —1 je ekvivalentni s tim,
ze ®,,(a) mé prvociselného délitele nesoudélného s n.

Cviceni. Rozmyslete si, Ze staci dokdzat Zsigmondyho vétu jen pro rozdil a pouze
v pripadé b = 1.

Véta. Predpokladejme, ze pro pfirozend a, n > 1 jsou vSechny délitele ®,,(a)
zaroven déliteli n. Potom bud' n = 2 nebo ®,,(a) je prvocislo.

Véta. Budtea,n > 1 pfirozena ¢isla. Necht n = p*r pro prvocislo p a r nesoudélné
1

s p. Potom ®,,(a) > (b? — bP=2)?(") pro b =a?" .

Priklady

Priklad 1. Dokazte, ze zadné z ¢isel 10001, 100010001, ... neni prvocislo.
(Britska MO)

z’—1

Pfiklad 2. Najdéte vSechny dvojice celych ¢sel (x,y) spliujici &=t = ¢° — 1.
(IMO 2006 SL)

30



DANIL KOZEVNIKOV

Piiklad 3. Budn > 2liché ¢isloa S C {1,...,n}. Oznaéme déle ¢; pocet neprazd-
nych podmnozin S, které maji soucet prvka kongruentni s ¢ modulo n. O mnoziné
S fekneme, ze je n-vyvazena, pokud plati tg =t; = -+ =t,_1.
(1) Ukazte, ze existuje n-vyvazend mnozina pro libovolné liché n.
(CPS 2016)
(2) Ukazte, ze Z je n-vyvazena.

Priklad 4. Dokazte, Ze cos (27—”) je algebraické ¢islo. Jaky je jeho stupen?

1

Priklad 5. Bud X neprazdnd podmnozina vrcholi pravidelného n-tihelnika. O X

Charakterizujte vSechny kiupavoucké mnoziny pro:

(1) n rovné mocniné prvocisla,
(2) n rovné souéinu dvou prvocisel;
(3) co nejobecnéjsi mozné n.

Piiklad 6. Dokazte, Ze pro rizna lichd prvocisla p1,...,p, mé 2P1--P» + 1 alespon
22" dalitelfw. (silnéjsi IMO 2002 SL)

" s v/
27;1 celé dislo.

Priiklad 7. Najdéte vSechna pfirozend n, pro ktera je
(IMO 1990)

Piiklad 8. Dokazte, ze pokud vSechny kofeny p € Z|x] lezi na jednotkové kruznici,
pak uz jsou to nutné odmocniny z jedné. (Kroneckerova véta)

Piiklad 9. Pro dané pfirozené &islo k charakterizujte vSechny polynomy p € Z[z],
pro které je p(z*) délitelné p(z).

Priklad 10. Ukazte, ze > ., ged(n,i)=1 Wk je celé ¢islo pro libovolna pfirozena
k,n. Obecnéji: je-li p symetricky polynom ¢(n) proménnych s celo¢iselnymi koefici-
enty, tak jeho hodnota v kofenech ®,,(z) je celé ¢islo.

Piiklad 11. Jsou-li w odmocnina z jednicky a f € Z[x], pro které plati | f(w)| = 1,
pak je f(w) rovnéz odmocnina z jednicky.

Priklad 12. Ukazte, Ze pro nekoneéné mnoho pfirozenych éisel n jsou vSechny
prvociselné délitele n? + n + 1 mensi nez /n.

Piiklad 13. (pro odvédzné) Ukazte, ze se kazdé celé ¢islo objevi jako koeficient
nékterého cyklotomického polynomu.

Piiklad 14. (d4vka abstraktni algebry) Necht a, b, ¢, d jsou primitivni n-té odmoc-
niny z jedné. Urcete hodnotu n, plati-lia+b+c+d = 1.
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Navody

1. Rozlozte na cyklotomické polynomy.

2. Pracujte modulo 7.

3. Pro prvni ¢ast pouzijte bindrku. Ve druhé vyuZijte toho, Ze pro p € Clz] je
}L > p( ) soudet koeficientl p, u kterych je exponent x délitelny n.

(n)

4. cos(z) = P“% stupen vyjde 252 pro n > 2

5. Pouzijte analytiku v Gaussové roviné a délitelnost cyklotomickymi polynomy.
Jo, a treti ¢ast je open :D

6. Rozlozte na cyklotomické polynomy.

7. Nejprve pomoci MFV ukazte, ze nejmensi prvociselny délitel n je trojka. Pak
pomoci rozkladu na CP ukazte, ze devitka ned€li n; dokoncete zase pres prvociselné
délitele.

8. Jsou-li kofeny p z1,...,z,, tak se divejte na polynomy p; s kofeny 2%, ..., 2%
Ukazte, Ze existuje takové k, pro které plati py(z) = p(z).

9. Pouzijte minuly priklad a zapojte do toho cyklotomické polynomy.

10. Celociselnost koeficienti @,,(x) a Newtonovy vztahy/zdkladni véta symetric-
kych polynomii.

11. Ukazte, ze je-li ®,(w) = 0, pak ®,(z)|f(z)f(z"!) — 1; z toho odvodte
|f(w*)] = 1 pro (k,n) = 1 a z minulého cviceni g ny=1 (@ — f(w*) € Z[x], pak
je to jen Kronecker.

12. Zvolte n = k™ a rozlozte ®3(k™) na soucin, pak vyuZijte toho, ze £ miize
byt libovolné blizko nule.

13. Je to dost kencr; kdo to da, dostane lizatko ;)

14. Pro (k,n) = 1 uvazte automorfismy f z Q[w,], které zobrazi w, na wk. Po
secteni fr(L) = fx(P) pres vSechna k dostaneme, Ze musi platit 4u(n) = ¢(n).

Literatura a zdroje

(1] https://imosuisse.ch/smo/skripte/imovorbereitung/rootsofunity/
en-rootsofunity.pdf

[2] http://yufeizhao.com/olympiad/exponent-lifting-sol.pdf

[3] Lawrence Sun: Cyclotomic polynomials in olympiad number theory
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Uvod do nerovnosti

DANIL KOZEVNIKOV

ABSTRAKT. Béhem prednasky si ukazeme nejdtlezitéjsi metody feSeni nerovnosti, a
to predevsim na znamych ulohach a prikladech ze vSemoznych soutézi.

Nerovnosti jsou velmi oblibenym tématem wloh nejen ve stfedoskolské a vyso-
koskolské matematice, ale i ve vSemoznych matematickych soutézich. Proto patii
zékladni navyky k jejich feSeni k takika povinné vybavé fesitele jakékoliv z nich, at
uz se jedna o MO nebo o PraSe. Pojdme se tedy sezndmit s nejbé&znéjsimi metodami,
pomoci nichz lze vSak s dostatkem trpélivosti a kreativity vyresit naprostou vétsinu
olympiadnich nerovnosti!

Ctverce

Uplné nejzakladnéjsi nerovnost, kterou budeme pouzivat, je 22 > 0, ktera plati pro
libovolné realné x. Snadné, ze? Typicky muze jeji vyuziti vypadat naptiklad takto:

Uloha. Pro libovolna reélné z, y, z dokazte nerovnost 22 +y2 + 22 > zy+yz+ 2.
Kdy nastane rovnost?

Reseni. Po vynasobeni dvéma a pievedeni viech &lenti na levou stranu je dokazo-
vand nerovnost ekvivalentni s (z — y)? + (y — 2)? + (2 — 2)? > 0, coz dostaneme
seCtenim t¥i platnych nerovnosti. Aby nastala rovnost, musi nastat rovnost ve vsech
dil¢ich nerovnostech, neboli musi platit z = y = z.

No dobfte, jak ale na takovyto tvar vibec piijit? Tomu se ¢lovék uci predevsim
praxi a zkousenim ruznych zpisobi, jak by takovy zapis mohl vypadat. Méné triko-
vou, ovSem casto také méné elegantni, cestou je vyuziti diskriminantu, jehoz podstata
by se dala shrnout v nasledujicim tvrzeni:

Véta. (Diskriminant) Plati-li pro reilna ¢isla a, b, ¢ zéroven nerovnosti a > 0 a
b2 — 4ac < 0, tak plati i nerovnost ax? + bx + ¢ > 0 pro vSechna realna x. Pokud se
omezime pouze na nenulova a, jedna se dokonce o ekvivalenci.

Uloha. Dokazte nerovnost 22 + 42 + 2y + 4 > zy + 2z.

Reseni. Na danou nerovnost se mfizeme divat jako na kvadratickou funkeci v pro-
ménné z s parametrem y, prepiSeme ji proto do vhodnéjsiho tvaru 2 — (y + 2)z +
y? + 2y +4 > 0. Diskriminant tohoto vyrazu vyjde roven (y +2)? —4(y? +2y +4) =
—3y? — 4y — 12, co# je nekladné pro libovolné y (to dokézeme opét pomoci diskri-
minantu), takze mizeme pouzit vyse uve:%ené tvrzeni a mame hotovo.
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Vlastnosti vyrazl

Definice. O vyrazu ve tfech proménnych V(a,b, c) fekneme, Ze je (kde a,b,c jsou
libovolna ¢isla z jeho defini¢niho oboru):
(i) symetricky, pokud jeho hodnota nezavisi na potadi ¢isel a,b,c; symetrickymi
vyrazy tak jsou naptiklad a + b + ¢, abc nebo ‘%’b + % + ”Ta,
(i) cyklicky, pokud plati V(a,b,c) = V(b,c,a) = V(c,a,b); cyklické jsou tak
vsechny symetrické vyrazy, nebo napiiklad ¢ + % + £,
(iii) homogenni stupné a, pokud plati V (ta, tb, tc) = t*V (a, b, ¢); homogenni jsou

tak vyrazy a + b+ c, ”g—z, ﬁ (se stupni 1, 0 a f%)

K éemu jsou tyto vlastnosti dobré? Chceme-li dokazat nerovnost V (a, b, ¢) > 0 pro
symetricky vyraz V, mtizeme diky pieuspotadavani BUNO predpokladat a > b > ¢;
pro cyklicky vyraz pouze a = max{a,b,c}. Je-li V homogenni, tak si zase mtizeme
prenasobenim vSech t¥i proménnych vhodnou konstantou zavést néjakou podminku,
napiiklad a = 42, ab + bc + ca = 3, nebo abc = 1.

Posledni zminéna podminka se obcas vyskytuje pfimo v zadani riznjych nerov-
nosti. Chceme-li se této podminky zbavit, mizeme od proménnych a,b,c pfejit k no-
vym proménnym x,y,z, které spliuji a = %,b = Y, c = 2. Miuze se stit, Ze se
v zadani objevi i néjaka osklivéjsi podminka, napiiklad % + % + % = /2. Potom se
mizeme dané podminky zbavit pfenasobenim vhodnych ¢lenti tak, abychom nerov-
nost homogenizovali.

Véta. (Schurova nerovnost) Pro nezdporng ¢isla a, b, ¢ plati
ala—b)(a—c)+bb—c)(b—a)+c(lc=b)(c—a) >0

Diikaz. Diky symetrii mtizeme piedpokladat a > b > c. Potom zfejmé plati c(c —
b)(c—a) > 0, takze zbyva dokédzat pouze nerovnost a(a—b)(a—c)—bla—b)(b—c) > 0.
Ta je ekvivalentni s (a — b)(a? — b? + bc — ac) > 0, neboli (a — b)?(a +b —c) > 0,
coz je zjevné z usporadani. Rovnost tentokrate nastava nejen pii rovnosti vSech tii
proménnych, ale i v pfipadé b = ¢ = 0.

Uloha. Pro kladna redlnd a, b a # > s > 0 dokaZte nerovnost (a” + br)% <
(a® +b%)*

Regeni. Obé strany jsou homogenni stupné jedna, takze mtzeme BUNO piedpo-
kladat a” 4+ b" = 1 a staci nam dokazat a® + b° > 1. Snadno nahlédneme, Ze z dané
podminky vyplyva 1 > a,b > 0, takze zaroven 1 > a"~%,0"~° > 0, coz mizeme vyzit
kodhadul=a" +b" =a®a"° + 050" % < a® + b°.

Uloha. Pro realna a, b, c se sou¢tem 3 dokazte nerovnost a 4 b+ ¢ > ab+ be + ca.

Reseni. Levou stranu dané nerovnosti mizeme ekvivalentné vynasobit jednickou,
neboli vyrazem (a + b+ c), ¢imz dostaneme, ze nam staci dokdzat (homogenni!)
nerovnost %(a +b+c)? > ab+ b+ ca, ktera je po roznasobeni ekvivalentni pryvnimu
cviceni z minulé sekce.
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Cauchyho-Schwarzova nerovnost

Predstavime si nyni prvni ze dvou, pro olympiddu nejdiilezitéjsich, nerovnosti, kterou
mizeme s vyuzitim pfedchozich poznatkt dokazat hned nékolika zptisoby:

Véta. (Cauchyho-Schwarzova nerovnost) Pro dvé libovolné posloupnosti redlnych
éisel ay,...,an,b1,...,b, plati nerovnost

(af + -+ ap)(b] +--+07) > (@b + -+ + anbn)”,
Pojdme si nyni ukdzat nékolik rizné trikovych zpiisobi, kterymi jde Cauchyho
nerovnost aplikovat:

Uloha. Proreélnd ay,...,a, dokazte nerovnost n(a?+---+a2) > (ay+---+an)>.

Reseni. n si miZeme predstavit jako soudet n jednicek, takze stadi v CS zvolit
b; = 1.

Uloha. (CS a odmocniny) Pro viechna z, pro néz dévaji véechny vyrazy v zadani
smysl, dokaZte nerovnost /& + 1+ 2z — 3 + /50 — 3z < 12.

Reseni. Nerovnost je ekvivalentni 144 = ((z+1) + (22 —3) +(50—3z))(1+1+1) >
(Vo + 14 22 — 3+ /50 — 31)2, coz plyne z CS.

Véta. (Odmocninovy tvar CS) Pro posloupnosti kladnych redlnych ¢isel ay, . .., an,
aby,...,b, plati nerovnost \/(al +odan)(by+ o+ by) > Varby + -+ Varby.

Uloha. (CS a zlomky) Pro kladné redlné z,y, z dokazte nerovnost ysz + Z?fx +

22 z+y+z
x+y Z 2 :

Reseni. Po piendsobeni obou stran kladnym vyrazem 2(x + y + 2) je nerovnost

ekvivalentni (y“fz + ;fw + gfju) (y+2)+(G+2)+(x+y) > (@ +y+2)? coz

plyne z CS.

Véta. (CS—zlomkobijec) Pro posloupnosti kladnych redlnych déisel ay,...,a, a

S (ot yan)?

7 a1 C Qn
b1, ...,b, plati nerovnost by T 2 by Fb.,

AG nerovnost

Nyni prichazi na fadu druha z jiz zminénych nerovnosti, k jejiz dtikazu uz také mame
dostatek znalosti:

Véta. (AG nerovnost) Pro n-tici kladnych redlnych ¢&isel x4, . . ., x,, plati nerovnost

R R
n

Z Y1 To Ty

I tady existuje fada trikd bézné pouzivanych spolu s AG nerovnosti. K jejich
ilustraci slouzi nasledujici priklady:
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Uloha. Pro kladn4 redlnd z dokazte nerovnost 2z + ;’—2 > 5.
Reseni. Staéi pouze aplikovat AG nerovnost pro pét ¢lenti: x3+x3+;12+;12+x% > 5.

Uloha. (s¢itani AG) Pro kladna redlna a, b, ¢ dokazte nerovnost a® + b3 + ¢3 >
a?b + b%c + a.

Resend. Pfimocéarym pouzitim AG dostaneme nerovnost 2a3 + b > 3a2b. Miizeme
ale analogicky obdrzet i nerovnosti 263 + ¢ > 3b%¢, 2¢ + a3 > 3c2a, které staci
pouze secist a vydélit 3.

Uloha. (AG a zlomky) Pro kladn4 realnd a, b, ¢ dokaite nerovnost 4 + + c—b
a+b+c

Reseni.  Ulohu bychom se mohli pokusit fesit podobné jako tu minulou, s¢itanim
vhodné navazenych AG, ale existuje i méné pracné feseni. Vyjdeme z nerovnosti
%2+b—|—c > 3a. Ted uz staéi pouze secist tuto nerovnost s jejimi cyklickymi zdménami
a odecist 2(a + b+ ¢) (nds postup si miiZzeme predstavit taky tak, Ze ke kazdému
zlomku pfi¢teme jeho jmenovatele).

Priklady

Jelikoz cvik, jak znamo, déld mistra, tak si mizete vyzkouset pomoci nerovnosti,
které jsme si na prednésce ukdzali, vyFesit nékteré z nasledujicich ptikladi (nejsou
fazeny dle obtiZznosti). Pfed nimi je$té nasleduje kratky seznam obecnych rad:

(1) nelekejte se, pokud vas hned prvni odhad nedovede k FeSeni, ¢asto bude
zapotiebi udélat vice krokii,

(2) rozmyslete si, kdy nastdva rovnost; davd smysl pouzivat pouze takové od-
hady, které zachovévaji tento pripad rovnosti,

(3) zkuste si nerovnost napsat v co ,nejhezéim“ tvaru; kdyz vés ale nenapadé
nic lepsiho, tak se to vzdycky dé se zatnutymi zuby rozndsobit. ;)

Piiklad 1. Pro z € RT dokazte nerovnost z2018 4 1 > 22000 4 ;18
Piiklad 2. Dokaite, ze pro kladné redlnd x, y, z plati (x+y)(y+2)(z+2x) > 8xyz.
Piiklad 3. Pro a, b, ¢ > 0 dokaite nerovnost 2(a+b+c) > Vab+ Vbc+ {ca—1.

b c 3
b+(' + c+a + a+b Z 2"

(Nesbittova nerovnost)

Pi#iklad 4. Pro a, b, c € Rt dokaZte nerovnost

Priklad 5. Necht n > 2 a as,as, ... ,a, jsou kladnd realnd &isla spliujici pod-
minku agas - - - a, = 1. Dokazte, ze plati (1 + a2)?(1+a3)--- (14 a,)™ > n".
(IMO 2, 2012)

Priklad 6. Pro kladné redlnd ¢isla a, b, ¢ plati ab+ bc+ ca = 16 a a > 3. Najdéte
nejmensi moznou hodnotu vyrazu 2a + b + c. (KKMO A, 2015)
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Piiklad 7. Pro kladn4 realnd é&isla a, b, ¢ plati (a + ¢)(b? + ac) = 4a. Uréete, pro
které trojice (a,b,c) nabyva vyraz b+ ¢ nejvétsi mozné hodnoty.
(CKMO A, 2016)

b > a+b
a24+1 — Vab+1-
(CKMO A, 2014)

Priklad 9. Kladn4 disla x, y, z > 1 spliuji % + % + % = 2. Dokazte vz — 1 +
Vy—1+vz—-1<z+y—+=z.

Priklad 8. Pro kladna redlné a, b dokazte nerovnost \/bgﬁ +

3

Pf‘ikjad 10. Dokazte, Ze pro kazda a, b, ¢ > 0 plati (a+b‘;?a+c) + (b+cl)1(b+a) +
(c+ac)(c+b) 2 a+fi+c' (IMO SL, 19néco)
Piiklad 11. Pro kladn redlna a, b, ¢ se soufinem 1 dokazte nerovnost (a + % —
Db+L-1c+i-1<1. (IMO 1, 2000)
Priklad 12. Necht a, b, ¢ jsou kladna ¢isla, jejichz soucin je roven jedné. Dokazte,
ze plati sxprsy + wate + SoTa 2 5 (IMO 2, 1995)

Priklad 13. Pro kladna realné a, b, ¢, kterd spliiuji a +b+c¢ = % + % + %, dokazte
nerovnost ¢ (IMO SL, 2009)

1 1 1 3
2a+b+c)? + (2a+b+c)? + (2a+b+c)? S 16"
Priklad 14. Pro kladn4 realn4 a, b, ¢, ktera splituji a+b+c = a% + b% + C%, dokazte
nerovnost 2(a+b+c) > (7a2b+1)3 + (7b%c+1)3 + (7c2a+1)3. (MEMO 2013)

Literatura a zdroje
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p-adicka Cisla

JAKUB LOwIT

ABSTRAKT. Cela éisla jsou ve skuteCnosti pékné zamotany objekt a mnoho drsnych
nastroju algebry a analyzy se na né primocare pouzit neda. V bézném zivoté si je Casto
predstavujeme jako podmnozinu racionalnich, resp. redlnych cisel, ¢imz se oteviraji
nové moznosti jejich zkouméani. Nejde je ale vnotit do néceho exotic¢téjsiho, co by nam
o nich prozradilo dalsi véci? Jde!

Znaceni

prirozena cisla
prirozend cisla s 0
cela cisla
racionélni ¢isla
zbytky modulo n
p celd p-adicka cisla
Q, p-adicks cisla

cNONZ=Z

Lepsi moduleni

Kdyz se ¢lovék diva na prirozena ¢isla modulo prvocislo p, ¢asto mu to néco prozradi.
Hodné informaci se tim ale ztraci. MoZznym feSenim je modulit vySSimi a vySSimi
mocninami p... ale na rozliSeni vSech pfirozenych ¢isel to nikdy stac¢it nemtize. Pokud
bychom vsSak uméli pfirozené c¢islo vymodulit vS8emi mocninami p najednou, uz by
to stacilo...

Definice. M¢éjme dano pevné prvocislo p. Déale méjme nekonecnou posloupnost
(a;)$2, kde a; € Z,:. Tuto posloupnost nazveme konzistentni, jestlize pro kazdé i
plati a; = ;11 (mod p?).

Konzistence tedy znamena, ze ¢islo a;+1 dava postupné zbytky ai,...,a;+1 po
déleni ¢isly p,...,p" L.

Definice. Pro prvoéislo p ozna¢me O, mnozinu vsech konzistentnich posloupnosti
vzhledem k p. Na nich definujme séitani a nasobeni po slozkach, tj.

(ai)iZy + (0:)i21 = (ai +bi)2q,

(@)1 - (bi)i2y = (@i - bi)i2y.
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Mnozinu O, s témito operacemi nazyvame celymi p-adickymi cisly.

Cviceni 1. Rozmyslete si, ze soucet i soucin konzistentnich posloupnosti je opét
konzistentni posloupnost, tedy definice O, skute¢né dava smysl.

Vsimnéme si, ze O, v sobé ukryva celd ¢isla Z. Kazdému celému ¢islu totiz mi-
Zeme piifadit posloupnost jeho zbytktl modulo p,p?,p3, ..., coz samoziejmé dava
konzistentni posloupnost. S¢itani a nasobeni takovych posloupnosti skuteéné odpo-
vida s¢itani a nasobeni prirozenych cisel.

Tvrzeni. (Obor integrity) Souéin libovolnych dvou nenulovych prvku O, je opét
nenulovy.

Diikaz. Méjme dvé takova nenulova a,b € O,. To znamen4, ze pro néjaka ¢,j € Ny
platia; # 0, b; # 0. Z konzistence vyplyva, ze kazdy vy3si ¢len posloupnosti (a;)2, je
délitelny p?, ale jiz nemfize byt délitelny pi*!. Podobné kazdy vyssi ¢len posloupnosti
(b;)22, je délitelny p?, ale nemtze byt délitelny p’T!. Soucin €lentt a;ij+1 - bitjt1
proto neni délitelny p‘t7*1, tedy éislo @ + b ma na této pozici nenulovy koeficient a
proto je nenulové.

Prvky O, si ale mtizeme pfedstavit i jinym zptisobem jako mocninné€ rady, tj. jako
y,nekonecné“ zapisy c¢isel v soustaveé o zakladu p. S¢itani a nasobeni takovych fad pak
ale nestaci provést ,,po ¢lenech®, je potfeba , prevadét pres desitky“ a roznasobovat
ynekoneéné zavorky“ (tj. provadét ho jako s¢itdni a ndsobeni ,pod sebou jako ve
gkole®).

Tvrzeni. (Mocninné fady) Prvky O, si Ize predstavit jako mocninné fady
Socodip', pro d; € Zy,, které se scitaji a ndsobi ,, jako ve skole“.

Dikaz. K jednoznaénému zakédovani konzistentni posloupnosti ndm sta¢i neko-
necna posloupnost (d;)i2,, kde d; € Z,. Pokud totiz zndme prvnich ¢ ¢lenl, mame
pfesné p moznosti na volbu ¢lenu a;1, pri kterych bude vysledné posloupnost kon-
zistentni — a;,1 je zbytek modulo p'*!, pfitom uz zname jeho zbytek modulo p’.
Mocninné fadé y .-, d;p* naopak v této korespondenci odpovida konzistentni po-
sloupnost jejich ¢asteénych soudttl. Ze séitdni a nasobeni funguje spravné, je dost
jasné.

Pro a € Z C O, jsou koeficienty d; od néjakého ¢lenu dal vSechny nulové a
dané rada odpovidad dobre zndmému zapisu pfirozenych ¢isel v soustavé o zakladu
p. Kazdé celé p-adické ¢islo ma také jednoznacéné uréeny zapis a kazdy zapis definuje
néjaké celé p-adické ¢islo.

Cviceni 2. Pokud by p nebylo prvoéislo, musel by byt pofad souc¢in dvou nenulo-
vych prvki O, nenulovy?
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Henselovo lemma

Dostavame se k tvrzeni, které z velké ¢asti motivovalo zkouméni p-adickych éisel.
R4di bychom totiz uméli fesit polynomialni rovnice modulo mocnina prvocisla p.
Pokud se ndm povede vyftesit takovou rovnici nad O, vyfesime ji tim vlastné modulo
v8echny mocniny prvoéisla p najednou. Henselovo lemma (a jeho riizné varianty)
mluvi préavé o takovém feseni.

Definice. Mgjme polynom f =371 ; a;z’ v proménné z. Jeho derivaci rozumime
polynom f/ =>" (i-a;z"" .
Pro realné polynomy nase definice odpovidéa skuteénému derivovani, to nam ale

miize byt jedno. Derivace je pro nas prosté operace, ktera z jednoho polynomu vyrobi
jing. Pojdme si nyni formulovat zékladni verzi Henselova lemmatu.

Tvrzeni. (Henselovo lemma) At f je celociselny polynom, m € 7. Je-li f(m) =0
(mod p) a zdroven f'(m) # 0 (mod p), potom existuje jednoznac¢né urcené a € O,
spliujici f(a) = 0 takové, Ze a = m (mod p).

Dikaz. Dikaz provedeme indukci, tj. postupné zkonstruujeme ¢leny konzistentni
posloupnosti odpovidajici ¢islu a. Budeme chtit, aby pro kazdé ¢ platilo f(a;) =0
(mod p), f'(a;) Z0 (mod p). Volme a; = m.

Méme-li uz a;, uvazme é&isla a;, a; + p', a; +2p, ..., a; + (p — 1)p'. Vezméme dvé
sousedni z nich a ozna¢me je x < y. Protoze y—x = p?, plati kongruence f(y)—f(z) =
f'(a;) - p* (mod p**1). Diky podmince f’(a;) #Z 0 (mod p) pak kongruenci f(z) =0
(mod p**1) splituje prave jedno z uvazovanych p ¢isel. Toto ¢islo oznacme a; 1. Z jeho
tvaru vidime, Ze a; = a;; (mod p?). Potom také f’(a;y1) = f'(a1) Z 0 (mod p).
Tim je indukéni krok dokoncen. Zaroven je z postupu jasné, ze ¢islo a; 1 bylo urcené
jednoznacné.

Cvicéeni 3. Rozhodnéte, zda v O; existuje V3.
Cviceni 4. Rozhodnéte, zda v Oy existuje v/—3.

Cviceni 5. Existuje piirozené &islo, jehoz tieti mocnina dava po déleni 52°18 zbytek
27

Cviéeni 6. Existuje pfirozené ¢islo, jehoz sedma mocnina déva po déleni 302018

zbytek 317

Cviéeni 7. Af p > 3 je prvodislo a pfirozené ¢islo n ddva ndhodny nenulovy zbytek
po déleni p. Jaka je Sance, ze v O, existuje v/n?

»Olympiadni* Glohy
Pojdme se nyni podivat na nékolik celkem t&zkych olympiddnich tloh, kde lze v§-
hodné pouzit nékteré, pravé nabyté, znalosti. Z teorie p-adickych ¢isel pro nas bude
stézejni Henselovo lemma. Z elementérni teorie ¢isel je dobré znat Cinskou zbytkovou
vétu a Bezoutovu vétu. K duhu ndm také ptijde nasledujici Schurovo lemma:
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Lemma 8. (Schurovo) At f je celodiselny nekonstantni polynom. Potom existuje
nekonecné mnoho prvocisel p, ktera déli néjaké nenulové ¢islo z mnoziny

{1, £(2), £(3),.-- }-

Uloha 9. At f je nekonstantni celo¢iselny polynom. Ukazte, ze pro libovolné k € N
existuje nekoneéné mnoho prvoéisel p takovych, ze pF déli né&jaké nenulové &islo

z mnoziny {f(1), f(2), f(3),...}.

Uloha 10. Najdéte vSechny celo¢iselné polynomy f, které pro vechna m,n € N
spliuji implikaci f(m)|f(n) = m|n.
(Irdn TST)

Uloha 11. Existuje celo¢iselny polynom, ktery nemé zadny racionalni kofen, ale
ma kofen modulo libovolné prirozené ¢islo?
(Komal)

Valuace

Méjme prirozené ¢islo n. Jeho p—valuaci myslime nejvyssi mocninu prvoéisla p, ktera
ho déli. Pro celd p-adicka ¢isla lze tento koncept rozumné dodefinovat, coz se vyplati.

Definice. Prvek u € O, nazveme jednotkou, jestlize existuje néjaké v € O, spliiu-
jict uv = 1.

Vsimnéme si, ze soucin jednotek je vzdy jednotka.

Tvrzeni. (Popis jednotek) Prvek a = (a;)2, € O, je jednotka prévé tehdy, kdyz
ar #0 v Zyp.

Dikaz. Pokud je a; rovno nule, zadnym pfenasobenim z néj 1 vyrobit nelze. Pokud
je naopak a; nenulové, zddné a,; neni délitelné p, tedy ma inverz modulo p*. Sefazeni
téchto inverzil do posloupnosti d& konzistentni posloupnost, ¢imz jsme hotovi.

Tvrzeni. (Rozklad na mocninu a jednotku) Kazdy nenulovy prvek a € O, Ize
jednoznacéné zapsat ve tvaru a = p*u, pro k € Ny a jednotku u € Op.

Diikaz. Pro a € Op ozna¢me k + 1 index prvniho nenulového prvku prislusné kon-
zistentni posloupnosti. Potom plati a = Y .2 d;p* = p*- POy d;p*~*, coz je hledany
rozklad.

Tento rozklad je navic skuteéné jednoznaény — jsou-li pFu, p'v dva takové rozklady,
pro piirozend k > I, miizeme upravovat p*u = plv na p' - (pF~lu — v) = 0. P¥itom
p' # 0 a souin dvou nenulovych prvki je vzdy nenulovy — dostavame tedy p*~'u = v.
Protoze jsou u,v jednotky, lze rovnost piepsat na p*~'w = 1 pro néjakou jednotku
w. Tim padem je ale p*~! také jednotka, takze dle pfedeslého tvrzeni dostavame

k = I; dosazenim do rovnosti p*~'u = v pak dostavame také u = v.

Predchozi tvrzeni ndm umoziiuje definovat p-adickou valuaci, ktera rozsifuje béz-
nou valuaci na celych ¢islech.
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Definice. Pro 0 # a € O, definujeme p-adickou valuaci v,(a) jako to jednoznacné
uréené k € Ny, pro které lze psat a = pFu pro néjakou jednotku u. Navic bereme
vp(0) = o0.

Je vidét, Ze na celych ¢islech se tato valuace chova jako bézna prvociselna valu-
ace, tj. v,(a) odpovidd nejvyssimu exponentu k, pro ktery jesté p¥ déli a. Hned si
v§imnéme dvou zakladnich vlastnosti valuace, které plati pro libovolna celd p-adicka
¢isla.

Tvrzeni. (Vlastnosti valuace) Pro libovolnd a,b € O, plati
(1) vp(a-b) = vp(a) +vy(b),
(2) vp(a +b) > min(v,(a),v,(b)), pficemz pokud v,(a) # v,(b), tak uz nutné
nastava rovnost.

Diikaz. Prvni vlastnost je jasna, pFu - p'v = pFHluw, kde uv je jednotka. Nerovnost
z druhé vlastnosti je také jednoducha: pokud jsou konzistentni posloupnosti pii-
slusné ¢islim a, b na néjaké pozici obé nulové, je na této pozici nulova i posloupnost
prislusejici jejich souctu. Pokud je navic jedna ze s¢itanych posloupnosti na néjaké
pozici nulova a druhé nenulové, jejich soucet je na této pozici opét nenulovy.

S pomoci valuace neni problém mluvit o kongruenci modulo p’ na celych p-
adickych c¢islech. Dvé ¢isla budou kongruentni, pokud ma jejich rozdil dostatecné
velkou valuaci. Na celych ¢islech se definice opét shoduje s tou dobfe znamou.

Definice. Pro a,b € O, budeme psat a = b (mod p’) pravé kdyz v,(a — b) > i.
Zlomky

Racionalni ¢isla vzniknou z celych tak, Ze si dovolime délit nenulovymi prvky. Po-
dobné mtzeme z celych p-adickych cisel O, vyrobit ,raciondlni“ p-adické cisla Q.
Tém se pro jednoduchost rika prosté p-adickd cisla.

Definice. Pro prvoéislo p definujeme p-adickd cisla Q, jako vSechny zlomky tvaru
7 pro a,b € Oy, kde navic b # 0. Dva takové zlomky ¥, § povaZujeme ze stejné
praveé kdyz ad = cb.

S trochou préce neni tézké ukdzat, Ze tato definice Q, skutecné dava smysl a ze
pro pocitani s p-adickymi ¢isly plati v zasad€ stejnd ,pravidla“ jako pro pocitani
s racionalnimi. Dilezitou ingredienci je (ndm uz dobfe zndmy) fakt, ze dva nenulové
prvky a,b € O, se opét vynésobi na nenulovy prvek. Pojdme si ale nyni pravé vzniklé
Qp prohlédnout podrobnéji.

Tvrzeni. (Mocninné fady v Q,) Kazdé a € Q, Ize jednoznacné vyjadiit ve tvaru
pFu, pro k € Z a jednotku u € O,.

k
Diikaz. Cislo ¢ lze prepsat do tvaru 2% pro k,l € N, u,v jednotky. Pron4sobenim
b p'v ’ »
k
Citatele i jmenovatele ¢islem inverznim k v s oznacenim w = uwv dostavame pp—lw =
pk_lw.
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Celkem tedy mtizeme popsat Q, jako vSechny mocninné fady od —oo do oo s koe-
ficienty ze Z,, které maji od néjakého indexu nize vSechny koeficienty nulové. Nase
p-adické ¢isla si tedy lze predstavovat jako ,,¢isla s nekoneénym zépisem doleva“. (Na
rozdil od béznych racionalnich ¢isel QQ, kterd umime zapisovat v soustavé o zakladu
p, aZ na znaménko, jako ty fady od —oo do oo s koeficienty ze Zj,, které maji od
néjakého indexu vyse vSechny koeficienty nulové.)

Definice. Pro a,b € O, definujme v, (%) = vy(a) — v,(b).

Pritom je zfejmé, ze tato definice nezalezi na konkrétnim zlomku, kterym dané
p-adické ¢islo reprezentujeme. Na celych (a tedy i na raciondlnich) éislech se pravé
definovand valuace shoduje s tou béznou. Valuace na QQ,, navic stale spliiuje vlastnosti
(1) a (2), které ma na O,. Stejné jako dfive miizeme definovat kongruenci modulo
p:

Definice. Pro a,b € Q, budeme psat a = b (mod p’) pravé kdyz v,(a — b) > i.

7 w7

Radéji si nyni pojdme na vlastni ktizi vyzkouset, jak se p-adické cisla chovaji.
Mocninnou fadu prislusnou nékterému p-adickému ¢islu si pritom skuteéné chceme
predstavovat jako jakysi jeho ,zapis v soustavé o zdkladu p“. Ten se ¢asto pro pie-
hlednost zapisuje zleva doprava, tedy naopak, nez jsme zvykli — &slu 6 = 2 + 22
bychom tak prifadili zapis 011, ¢islu 1—23 =6+ % zapis 1,011 atd.

Cviceni 12. Rozhodnéte, zda rovnice 2% = p m4 feseni v Q,,.
Cvi¢eni 13. Je-li a = d;p’ +dj1p’ ™ + dj2p’ T2 + ... mocninnd fada pifslusnd
¢islu a € Qp, potom ¢islo —a odpovidd mocninné Fadé:

(p—dj)p’ +(p—1—djy1)p’ ™ + (p— 1 —djz2)p’ 2 + ...

Cviceni 14. Upravte ¢islo 1 +2 422 +23 + ... v Q3 na co nejhezéi tvar.

Cviceni 15. Vyjadiete : v Q2 jako mocninnou fadu.

D= =

Cviceni 16. Vyjadiete = v Qs jako mocninnou fadu.

CvicCeni 17. Dokazte, ze v Q, plati vzorec pro soucet geometrické fady:

= =14+pF+p?F ..

Vsimnéme si, jak pekné predchozich par cviceni vyslo. To neni ndhoda — existuje
totiz elegantni charakterizace skuteénych racionalnich ¢isel v ramci téch p-adickych.
K obecnému hledéni rozvojt p-adickych ¢isel ndm velmi pomtize znalost Malé Fer-
matovy véty a vzorec pro soucet geometrické fady.

Tvrzeni. (Q uvnitf Q,) Méjme dislo a € Q,. Potom a € Q pravé tehdy, kdyz je
jemu prislusna mocninna fada od jistého ¢lenu periodicka.
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Dale umime rozumné popsat ta raciondlni ¢isla s nulovou valuaci, jejichz fada je
periodickd hned od zacatku (tj. od prvniho nenulového ¢lenu, ktery se nachézi na
pozici jednotek).

Tvrzeni. (Cisté periodické fady) At a € Q spliuje v,(a) = 0. Potom je fada
a=dy+dip+dop® + ... cisté periodicka pravé kdyz —1 < a < 0.

Nakonec této ¢asti si ukdzeme jednu tlohu ilustrujici pouziti poc¢itani v Q, na
béznou tlohu o délitelnosti.

Uloha 18. Af p > 5 je prvodislo. Ukazte, ze p* déli citatel Gisla
- 1
1 p=
SIS

Vzdalenost

Abychom na problémy z teorie ¢isel uméli efektivné vypustit monstra matematické
analyzy, potfebujeme jenom jediné — definovat vzdalenost mezi prvky Q,. K tomu
nam poslouzi dfive definovana valuace.

Definice. Normou p-adického &isla 0 # a € Q, myslime &islo |al, = p~v»(@).
Specialné klademe |0], = 0.

7 vlastnosti valuace hned vyplyvaji analogické vlastnosti normy.

Tvrzeni. (Vlastnosti normy)

(1) |a|p, > 0, pFiéemz rovnost nastdva pouze pro a = 0,

(2) |(a-b)l, = lalp - [blp,
(3) |(a+D)|, < max(|alp,|blp), pficemz pro |a|, # |b|, uz nutné nastdva rovnost.

Definice. Vzdélenost dvou p-adickych ¢isel a, b € Q,, definujeme jako normu jejich
rozdilu, tedy jako ¢islo |a — b),,.

Specialné si v§imnéme, ze vzdalenost kazdych dvou rtiznych c¢isel je kladné. Navic
je diky tietimu bodu predchoziho tvrzeni pro libovolna a,b,c € Q, splnéna troju-
helnikova nerovnost |a — ¢|, < |a — b, + |b — c|p.

Tato vzdalenost funguje na prvni pohled trochu neintuitivné. Dvé ¢isla jsou k sobé
tim blize, ¢im vétsi mocnina prvocisla p déli jejich rozdil. Tteba ¢isla 1000 a 2000
jsou v 2-adické vzdalenosti mnohem bliz, nez ¢isla 1 a 2.

Dovolme si nyni kratkou analyznickou odbocku. Definujme si dva zékladni pojmy,
které lze zavést s pouzitim pojmu vzdalenosti — limitu posloupnosti a soucet rady.
Nasledné se muzeme chvili kochat, jak hezky se tyto pojmy na p-adickych ¢islech
chovaji.

Definice. Nekoneéna posloupnost ¢isel (¢;)2, € Q, konverguje k ¢islu g € Qp,
jestlize pro libovolné malé ¢ > 0 uz od néjakého indexu dal plati |¢ — ¢;| < ¢. Cislo
q nazyvame limitou této posloupnosti.
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Definice. Nekonec¢na rada cisel Z;’il r;, kde r; € Qp, konverguje k ¢islu r €
Qp, jestlize k tomuto ¢islu konverguje nekoneéna posloupnost g, = Z;:Z()' Cislo r
nazyvame souctem této trady.

Vzdalenost na p-adickych ¢islech ma nasledujici hezké vlastnosti, které vzdalenost
na béznych realnych cislech obecné nema.

Tvrzeni. (Konvergence fad) Rada Y .- r;, kde r; € Q,, konverguje k néjakému
r € Qp pravé tehdy, kdyz posloupnost cisel r; konverguje k 0.

Tvrzeni. (Pferovnavani fad) Soudet konvergentni fady ¢isel r; € Q, nezdvisi na
Jjejich poradi.

Tvrzeni. (Kompaktnost O,) Kazdd posloupnost (¢;);2, prvki O, obsahuje pod-
posloupnost, kterd konverguje k néjakému g € O,,.

Z pfedchoziho tvrzeni mimo jiné vyplyva, ze pokud posloupnost prvka O, kon-
verguje v ramci Q,,, konverguje k néjakému prvku O,.

Tvrzeni. (Navrat mocninnych fad) Pro kazdé r € O, existuji jednoznacné urcend
cislar; € {0,1,...,p — 1} takovd, ze Y .o, rip’ konverguje k r.

To uz jsme tu jednou méli — hned na zacatku jsme si uvédomili, ze celd p-adicka
¢isla odpovidaji takovymto fadam. Tenkrat jsme ale vibec nepfemysleli o néjaké
konvergenci — prosté se ndm tak jednotliva ¢isla hodilo zapisovat. Oba piistupy
nastésti splyvaji.

Analogicky vysledek plati obecnéji pro ¢isla r» € Q,. Pro kazdé takové r existuje
jednoznaéné uréené ¢islo m € Z a ¢isla r; € {0,1,...,p — 1} takovd, Ze r,, # 0 a
S oo, Tip" konverguje k 7.

Nyni si ale radéji pojdme procvidit, jak se pracuje s vzdalenostmi mezi p-adickymi
C¢isly. Tato vzdalenost je totiz na prvni pohled celkem divné.

Cviceni 19. Kazda trojice rtiznych ¢isel a,b,c € Q, urcuje rovnoramenny troji-
helnik.

Cviceni 20. Kazdy kruh v Q, ma stied v libovolném svém vnitifnim bodé.
Cviceni 21. Spoététe soucet fady 1 — 2 +22 — 23 + ... v Q.

Dovolme si jesté predvést jeden zdanlivé nesouvisejici problém, ktery nékolik vy-
sokoskolskych trikii spolecné se znalosti p-adickych ¢isel snadno vyftesi.

Definice. Pror € Q, k£ € N definujeme binomicky koeficient

(7‘) (=1 (r—kt 1)

k 1-2-- -k
Uloha 22. Ukazte, Ze kazdé prvocislo, které déli jmenovatel &sla (;), musi délit
i jmenovatel cisla r.

Uloha 23. Kazdé prvodéislo, které déli jmenovatel &isla r, déli i jmenovatel é&isla
T
(;)-
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Drsnéjsi verze Henselova lemmatu

Zformulujeme si nyni Henselovo lemma v mirné silnéjsi podobé a jinymi slovy. Oproti
predchozimu zde dovolujeme, aby koeficienty zadaného polynomu byla libovoln4 ¢isla
z Op, jinak je tvrzeni do puntiku stejné.

Tvrzeni. (Henselovo lemma) At f je polynom nad O, a € O, sphiujici f(a) =0
(mod p), f'(a) # 0 (mod p). Potom existuje pravé jedno b € O, splujici f(b) =0,
a—b=0 (mod p).

Poznamenejme jesté, Ze z definice kongruence a normy lze lemma ekvivalentné
zformulovat takto: ,,At f je polynom nad O,, a € O, splnujici |f(a)|, < 1, |f'(a)|, =
1. Potom existuje pravé jedno b € O, spliujici f(b) = 0, |a — b|, < 1.“ Dfive nez
pujdeme dal zobectiovat toto tvrzeni, podivame se, co umi uz ted.

Cviceni 24. Af n € N a p je prvodislo, které nedéli n. Déle af v € O, spliiuje
u=1 (mod p). Ukazte, ze u je n-t4 mocnina né&jakého prvku z O,.

Cviceni 25. Je dano prvocislo p > 3 a jednotka u € O,. Dokazte, ze u je Ctverec
pravé tehdy, kdyz je prvni slozka jeho konzistentni posloupnosti u; ¢tverec modulo

p-

Cviceni 26. M¢jme prvocislo p. Ukazte, ze se polynom xP — x rozklada na linedrni
Cinitele v Q.

Definice. Cislo a € O, nazveme odmocninou z jedné, jestlize existuje n € N, pro
které je a™ = 1.

V raciondlnich ¢islech jsou tedy odmocniny z jedné dvé, 1 a —1. Naproti tomu
v komplexnich éislech uz jich je nekonecné. Kolik jich bude v nasem Q,7

Tvrzeni. (Odmocniny z jedné) Pro prvodislo p > 3 existuje v Q, prdvé p — 1
riznych odmocnin z jedné. V Qg existuji pravé dvé odmocniny z jedné.

Nyni si zformulujeme slibenou drsnéjsi verzi Henselova lemmatu. Podminka na
f'(a) je v ni mnohem slabsi — i kdyZ ma polynom f v n&jakém ¢&isle ,ndsobny kofen®,
porad se néco dovime.

Tvrzeni. (drsnéjsi Henselovo lemma) At f je polynom nad O,, a € O, spliujici

[f(@)lp < |f'(a)l;.

Potom existuje jednoznacéné uréené b € O, spliujici |a — b|, < |f'(a)|,. Dokonce
plati

(1) la—bly = [£5lp < 1@y,
2) @)y = |f/ (@)l
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Néco na zavér

Teorie p-adickych cisel je samoziejmé mnohem hlubsi a bohatsi, my jsme do ni jen
rychle nahlédli. Dtlezitym vysledkem je napiiklad zndma Ostrowského véta, ktera
fika, ze bézna vzdalenost a p-adické vzdalenosti jsou v podstaté jediné rozumné
vzdéalenosti na racionalnich ¢islech.

Pojem p-adické vzdalenosti jde jednoznacné rozsitovat dokonce jesté dal. Krasnym
dtisledkem souvisejici teorie je napifiklad velmi pirekvapiva Monskyho véta: ,,Ctverec
nelze rozfezat na lichy pocet trojuhelnikd se stejnym obsahem.“ Pro sudé pocty
trojuhelnikt je konstrukce jednoducha, pro liché ale neexistuje — a neni znam zadny
elementarnéjsi diukaz!
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Navody

1. Pfimocaré.

2. Ne, staci rozlozit p na netrivialni souc¢in dvou nesoudélnych ¢isel a z nich induk-
tivné vyrobit dvé nenulové fady s nulovym soucinem.

3. Ne, tato rovnice nemé reSeni ani modulo 7.

4. Ano, rovnice z2 + 3 = 0 méa modulo 7 feSeni napiiklad x = 2, které spliuje
predpoklady Henselova lemmatu.

5. Ano, polynom f = z® — 2 splituje f(3) =0 (mod 5) a f/(3) =2 # 0 (mod 5).
6. Ano, pouzijte Henselovo lemma zvlast pro p = 2, 3,5 a zakonéete Cinskou zbyt-
kovou vétou.

7. Pfesné % Jde jen o to, zda je n kvadraticky zbytek modulo p.

8. Pro f(0) = 1 to neni tézké, pripad f(0) = 0 se da zvesela ignorovat. Je-li

f(0) = m # 0, uvazte polynom g(z) = f}?())')m.

9. Na Schurovo lemma pouzijte Henselovo lemma. Aby Slo pouZit, je potfeba vzit
f ireducibilni nad Z a dostatecné velka prvocisla p.

10. Funguji pravé polynomy tvaru az® pro a € Z, k € Ny. Pouzijte pfedchozi
tlohu.

11. Volte f = (2? + 3)(2% — 13)(2% + 39). Z Cinské zbytkové véty staci tvrzeni
dokazovat pro mocniny prvocisel, z Henselova lemmatu v podstaté jen pro prvocisla.
12. Nema. Leva strana ma sudou valuaci, zatimco valuace pravé strany je 1.

13. Koeficienty vysledné fady jsou Cisla ze Z, a obé fady se seCtou na 0.

14. Vyjde —1.

15. Zaénéte zapisem ¢isla 5 a postupné hledejte inverz; nakonec vyjde 1422 +23 +
26 427 + ... tj. ¢islo s periodickym zapisem 11100.

16. Néasobeni mocninou trojky jenom posouvé fady, vyjde 2-371 +1+34+324...,
tj. ¢islo s periodickym zapisem 2, 1.

17. Soucin zavorek (1+ (p— D)pF + (p—)p?* +...) - (1 +p* +p* +...) je L.
18. Upravujte, vyuzijte p-adické identity m =—&Z(1+2+5+...).

19. Zkoumejte &isla (a —b), (b—c¢), (¢ — a). Mohou se t¥i ¢isla s riiznymi normami
seCist na 07

20. K ¢cislu a € Q, jsou blizko ta ¢isla, jejichz mocninné fady maji od jisté pozice
ty samé koeficienty.

21. Souéty geometrickych fad, vyjde %

22. Chceme ukézat, ze |r|, < 1 implikuje ’(2) |p < 1. K ¢islu r jde dokonvergovat

T
k

23. Dokazujte, ze |r|, > 1 implikuje ’(Z)L} > 1.
48
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24. Henselovo lemma na polynom f = z™ — u s poc¢atecni hodnotou 1.
25. Vezméte polynom f = 2 —u, zaénéte dosazenim u;. Druhé implikace je jasna.

26. Pouzijte Malou Fermatovu vétu.

Zdroje

—

Titu Andreescu, Gabriel Dospinescu: Problems from the Book
Titu Andreescu, Gabriel Dospinescu: Straight from the Book
Keith Conrad: Hensel’s Lemma

Keith Conrad: The p-adic expansion of Rational Numbers
Keith Conrad: Binomial Coefficients and p-adic Limits
Jakub Oprsal: Celd ¢isla p-naruby, PraSe

Radovan Svarc: Monskyho véta, PraSe
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Poloménky

VIKI NEMECEK

ABSTRAKT. Ukézka vyuziti polomének (tj. monovariantii) na pt¥ikladu mnoha tloh.
Slozitost uloh od trividlni az po starsi IMO.

Ulohy, ve kterjch se objevuji invarianty (neboli ¢esky neménky), jsou celkem
Casté. Obcas se ale stane, Ze zadny takovy invariant neexistuje (nebo ho alespori
neumime najit). V takovych pfipadech miize pomoci pravé monovariant (neboli po-
loménka). Jde o veli¢inu, kterd se sice méni, ale pouze jednim smérem - tj. bud jen
klesa nebo jen stoupa.

Je to vidét!

V nékterych tlohdch nam zdravy rozum mize fikat, ze tvrzeni dlohy je zfejmé.
Exaktni sepsani takovych iloh ale nebyva tplné snadné a monovarianty v ném mo-
hou velmi pomoct.

Priklad 1. V radé€ vedle sebe je 100 minci. V jednom tahu muZeme otocit ko-
lik chceme sousednich minci, pokud na té nejlevéjsi z nich byl orel. Ukazte, ze po
kone¢ném poctu kroki se dostaneme do stavu, kdy budou na vSech mincich panny.

Priklad 2. 2013 lidi je rozmisténo ve 100 pokojich. Kazdou minutu nékdo piejde
z jednoho pokoje do pokoje, kde je alespon tolik lidi jako v pokoji, odkud vychazel.
Ukazte, ze po konecné mnoha krocich budou vSichni v jedné mistnosti.

Priiklad 3. V kaZzdém policku tabulky m X n je napsano realné ¢islo. V jednom
kroku mtizeme zménit znaménka u vSech ¢isel v jednom fadku nebo v jednom sloupci.
Ukazte, ze lze dosdhnout stavu, kdy bude soucet v kazdém tadku i v kazdém sloupci
nezaporny.

Priiklad 4. Na nékolika polickach nekoneéného pasku je dohromady koneéné mnoz-
stvi zetonl. V jednom tahu mtizeme vzit dva zetony z téhoz policka, jeden posunout
o 1 smérem doprava a druhy o 1 smérem doleva. MtuZeme se po kone¢né mnoha
krocich vratit do ptvodniho stavu?
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Preskupovani

Pokud méame ukazat, Ze 1ze vytvorit néjaky stav (napi. rozdéleni lidi), obcas jde po-
stupovat tak, ze vyjdeme z obecného stavu a popiSeme takovou operaci (pfeskupeni
lidi), Ze se pfi ni néjaka veli¢ina (poloménka) vzdy snizi. Pak se uz jednoduse ukéze,
7e aZ operace nepujde provést, budeme v pozadovaném stavu.

Priklad 5. Na zajezdu mé kazdy turista nejvySe tii nepfatele. Dokazte, Ze je
mozno turisty rozdélit do dvou autobust tak, ze nikdo nejede v autobuse s vice nez
jednim svym nepiitelem.

Priklad 6. V roviné je ddno n modrych a n ¢ervenych bodi tak, ze zadné t¥i nelezi
v pfimce. Dokazte, zZe lze nakreslit n tsecek tak, aby kazdy z 2n bodd byl spojeny
s pravé jednim bodem jiné barvy a zadné dvé tsecky se nekiizily.

Ukonceni procesu

V tlohach, které se nas ptaji, zda néjaky proces skonci, miizeme hledat klesajici
poloménku pfirozenych c¢isel a poté vyuzit trividlniho tvrzeni:

Tvrzeni. Neexistuje nekonecna klesajici posloupnost pfirozenych cisel.

Priklad 7. Vrcholy n-tihelnika jsou o¢islované realnymi ¢isly. Budte a, b, ¢, d étyfi
sousedni &isla. Je-li (a —d)(b—c) < 0, miZeme vymeénit b a c. Mtze byt tato operace
provadéna nekonec¢né dlouho?

Priklad 8. Na tabuli je nékolik pfirozenych éisel. V jednom kroku mtZeme dvé
¢isla takova, ze zadné z nich neni nasobkem druhého, nahradit jejich nejvétsim spo-
leénym délitelem a nejmensim spoleénym nasobkem. Ukazte, Ze tento proces nemiize
pokracovat do nekoneéna. (St. Petersburg, 1996)

Priklad 9. Ke kazdému vrcholu pétitthelniku napiSeme celé éislo, soucdet vSech péti
¢isel je kladny. Pokud na obvodu pétitthelniku jsou x, y a z (v tomto poradi) a y < 0,
muzeme tuto trojici nahradit trojici x + y, —y, y + z. MizZe tento proces probihat
nekoneéné dlouho? (IMO 1986-3)

Priklad 10. Ve 123 mistnostech je rozmisténo 1000 muzu a 1000 Zen. Pro pohyb
mezi mistnostmi plati, Ze bud muZz jde z mistnosti s vice muzi nez Zzenami do mist-
nosti s vice zenami nez muzi (poéitdno pied jeho pohybem), nebo naopak Zena jde
z mistnosti s vice Zenami nez muzi do mistnosti s vice s vice muzi nez Zenami (po-
¢itdno pred jejim pohybem). UkaZte, Ze nastane situace, kdy se nebude moci nikdo
pohnout.

Priiklad 11. Méjme k prepinacu v fadé. Kazdy prepinac¢ ukazuje nahoru, doprava,
doli nebo doleva. Pokud t¥i sousedni piepinace ukazuji riznymi sméry, jsou vSechny
prepnuty do ¢tvrtého sméru. Ukazte, Ze se proces zastavi. (BAMO 2006-5)
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Hledané monovarianty
Zde jsou priklady monovarianti, které v jednotlivych tlohach funguji. Rozhodné se
vsak nejedna o jedina feseni.

Posloupnost orld a pan interpretovana jako ¢islo ve dvojkové soustave.

Soucet ¢tverci lidi v jednotlivych pokojich.

Soucet ¢isel v celé tabulce.

Soucet vzdélenosti vSech dvojic Zetoni.

1
2
3
4
5. Pocet nepratelstvi v ramci téhoz autobusu.
6. Soucet délek vSech tisecek.

7. Soucet ¢tvercu rozdilt sousednich cisel.

8. Soucet ¢isel na tabuli.

9.

Soucet absolutnich hodnot soué¢tit vSech podmnozin ¢isel ve vrcholech takovych,
7e jsou tato Cisla v pétithelniku vedle sebe.

10. Soucet rozdilti po¢tti muzt a zen v jednotlivych mistnostech.
11. Soucet odmocnin 7 takovych, Ze vypinac na i-té a ¢+ 1-ni pozici je v téze pozici.
Jednodussi rozbor mnoziny moznych hodnot nabizi dvouslozkovy monovariant,

kde primarné maximalizujeme pocet sousednich stejné orientovanych vypinact
a sekundarné minimalizujeme soucet ¢tverci pozic, kde jsou.

Podékovani

Rad bych timto podékoval Martinu Toépferovi, z jehoz pfispévku na soustiedéni
v Mentaurové jsem prebral témeétr vSechny tlohy.

Literatura a zdroje

7 anglické literatury Martin Cerpal z

[1] Arthur Engel: Problem-Solving Strategies, Springer, 1998
[2] Zvezdelina Stankova, Tom Rike: A Decade of the Berkley Math Circle, AMS
MSRI, 2008
7Z ceskych zdroja vyuzil materidla k Umént vidét v matematice a také nékolika pii-
spévku v PraSec¢i knihovnic¢ce o invariantech.
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(Ne)rozhodnutelné problémy

ToMAS NOVOTNY

ABSTRAKT. Casto narazime na néjaky problém, jeho# cilem je néco spoéitat nebo
rozhodnout, zda ma byt odpovéd ano ¢i ne. Obvykle oéekavame, ze k odpovédi lze urci-
tym zplisobem dojit. V tomto piispévku si vSak ukazeme, ze existuje fada teoretickych
i praktickych otazek, na které odpovéd algoritmicky nalézt nelze.

Zavedeni nezbytnych pojmii

Abychom mohli Fici, co to znamend ,byt (ne)rozhodnutelny“, musime nejprve za-
vést fadu zakladnich pojmi — bez dostatecné presného pochopeni, co to vlastné je
rozhodovéani, se prosté neobejdeme.

Definice. Abecedou ¥ budeme nazyvat konecnou mnozinu symboltu, napiiklad
{P,r,a,S,e} ¢ {0,1}.

Definice. Slovo w nad danou abecedou je konecnd posloupnost znaki z této abe-
cedy.

Definice. Jazyk L je mnozina slov nad danou abecedou.

Definice. Pravidlo (neboli instrukce) ma dvé ¢asti:

(1) Pozadavky — znak a; z abecedy a libovolny stav s;
(2) Dussledky — rovnéz znak as z abecedy a libovolny stav ss, ne nutné rizné od
ay a s1. Déle posun p, ktery mize byt budto ,jdi vlevo“ (+), ,jdi vpravo“
(=), nebo ,zlstai stat” (x).
Pravidlo budeme znacit (a1, s1) — (asg, s2, p), napiiklad (P, A) — (r, A, —). Pfed-
pokladejme, Ze pro konkrétni pozadavky vzdy existuje nejvyse jedno pravidlo.

Hlavni pojmy bychom méli, tak si definujme pocitac!

Definice. (Turingtv stroj) Nechf ¥ je abeceda, S kone¢nd mnozina stavi a §

mnozina pravidel nad touto abecedou a stavy. Pro jednoduchost predpokladejme,

7e 0 € ¥ as,c €8S. Turingovgm strojem (dale TS) pak bude uspofadand trojice

(%,5,9).

Definice. (Vypocet TS) Meéjme (potencidlng) nekone¢nou fadu pfihradek. Na né-

jakém misté vyplnime po sobé jdouci prihradky zadanym slovem, rozdélenym po
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znacich. Ostatni pfihradky vyplnime znakem [J. Do pfihradky s prvnim pismenem
zadaného slova umistime TS, jehoz stav je nastaveny na s.
Vypocet pak probihé po krocich, kde jeden krok probiha nasledovneé:

(1) TS se podivd, jestli mé pravidlo pro svij aktudlni stav a znak, ktery se
nachéazi v jeho ptihradce.

(2) Pokud ne, skondi.

(3) Jinak pouZije toto pravidlo — nahradi znak v jeho piihradce, zméni svij stav
na novy a pripadné se posune v uréeném sméru o jednu prihradku.

Pokud se TS po skonceni nachdzi ve stavu ¢ (tzv. pfijimajici stav), fekneme, ze TS
prijimé dané slovo. Jinak (tj. budto skonéi v jiném stavu nebo po¢ita do nekonecéna)
ho nepfijima.

Pro jednoduchost budeme pouzivat pojem ,jazyk“ i pro TS — budeme tak ozna-
¢ovat mnozinu vSech slov, které T'S pfijima.

Priklad. Vytvoite pravidla pro TS, ktery pfijme pravé tehdy, kdyz mé zadané
slovo (tvofené pouze nulami) lichou délku.

Priklad. Vytvoite pravidla pro TS, ktery pfijme pravé tehdy, kdyz je prostiedni
znak vstupniho slova 0. Muzete pfedpokladat, ze zadané slovo ma lichou délku a
je slozeno jen ze znakd 0 a 1. Smite si libovolné rozsirit abecedu a zvolit mnozinu
stavii.

Jdeme se rozhodovat

Jiz mame vSechny dilezité soucasti, které potfebujeme pro pojem rozhodnutelnost.
Ukéazeme si také prvni problémy, které rozhodovat nelze.

Definice. Rekneme, Ze jazyk L je rozhodnutelny, pokud existuje TS, ktery ho
prijimé a vzdy se zastavi. Jinak fekneme, Ze L je nerozhodnutelny.

Mohlo by se zdat, ze preci vzdy mizeme zjistit, zda urcité slovo v daném jazyce
je ¢ neni. Bohuzel, neni tomu tak, a to dokonce ve ,vétsing“ p¥ipadi (pro znalé
pojmu mohutnost: mnozina rozhodnutelnych jazyku je spocetnd, zatimco nerozhod-
nutelnych nespocetnd).

Pro konstrukci nerozhodnutelného jazyka se ndm bude velmi hodit nasledujici
pozorovani.

Pozorovani. Kazdy TS lze ,,zakédovat“ do posloupnosti dvouznakové abecedy.

Toto pozorovani mé dva dulezité disledky — jednak mizeme kazdému TS priradit
unikatni ¢islo, a také mizeme zakédovany TS dat jako vstup jinému T'S. Stroj, ktery
je schopny simulovat libovolny jiny stroj s libovolnym vstupnim slovem skutecné
existuje a lze zkonstruovat (tzv. Univerzalni T'S) — na prednasce si tuto konstrukei
naznacime.
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Zakladni nerozhodnutelné problémy

Nyni si jiz mizeme ukéizat prvni jazyk, pro ktery nemuze existovat TS, ktery by
ho piijimal. Tento jazyk budeme oznacovat jako DIAG, podle své diagonalni kon-
strukce.

Vypliime nekonec¢nou tabulku tak, ze radky i sloupce odpovidaji vzestupné sefa-
zenym kédum vSech TS. Na policko (4, j) napiSeme jednicku pravé tehdy, kdyZ stroj
odpovidajici fadku i pfijme kéd odpovidajici sloupci 7, jinak nulu. Do jazyka DIAG
pak ddme pravé ty kédy fadkh 4, pro které je na pozici (i,4) nula.

Jelikoz jsme do Fadku vypsali vSechny TS a DIAG se od kazdého z jejich ja-
zyki 1is1 na alespon jedné pozici, hledany TS pro DI AG neexistuje a jazyk je tedy
nerozhodnutelny.

Tento jazyk je pomérné umeély a v praxi neprili§ pouzitelny. Nicméné je zdkladem
pro dikaz nerozhodnutelnosti mnoha dalsich jazykd — rozhodnutelnost takovych
jazyka by totiz implikovala rozhodnutelnost DIAG. Nejzndméjsi je tzv. Problém
zastaveni.

Véta. (Halting problem) Necht dvojice (M,w) je kéd TS a néjaké slovo. Jazyk
obsahujici pravé ty dvojice, pro které se stroj M zastavi na slové w, je nerozhodnu-
telny.

Tato véta vlastné fika, ze nelze obecné rozpoznat, co néjaky program déla. To je
samoziejmé velky problém pii kontrole korektnosti programt a jejich optimalizaci.
Ve skutecnosti je jejim disledkem jesté problematictéjsi skutecnost:

Véta. (Riceova) Pro jakoukoli jinou nez trividlni vlastnost (tj. takovou, ktera je
vzdy splnéna ¢i naopak nikdy nesplnéna) nelze rozhodnout, zda ji mé jazyk pifjimany
danym TS.

Poznamka. Vlastnost ,mnoZina pfijimanych slov je prazdnd“ neni trivialni, ne-
boli nelze rozhodnout, zda dany TS pfijme alesponn jedno slovo. Totéz plati pro
mnozinu vsech slov.

Tedy nejenom, ze nejsme schopni rozhodovat Halting problem, ale pro jakoukoli
uziteénou vlastnost (naptiklad zda program pfijme vSechna sudé ¢isla) nedokézeme
obecné Tici, zda ji zadany program ma.

Dalsi zajimavé nerozhodnutelné problémy

Jak bylo zminéno, nerozhodnutelnych problémut je mnohem vice nez rozhodnutel-
nych. Nize ukdzeme par z nich, které jsou vice ¢i méné zajimavé.

Pfiklad. (Domino — Postiv koresponden¢ni problém) Méjme sadu svislych domi-
novych kostek takovou, Ze v horni i dolni ¢asti je libovolné (i prazdnd) posloupnost
znakl. Lze vybrat posloupnost kostek (miZeme brat neomezené kust od kazdého
typu) takovou, ze vysledné sekvence v horni a dolni ¢asti budou stejné?
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Piiklad. (Busy biever) Kolik nejvyse krokt mtize udélat TS s n stavy, abecedou
¥ ={0,A} a prazdnym vstupnim slovem, pokud se zastavi?

Poznamka. Predchozi problém hled4 ¢islo, takZze nejde pfimo o rozhodnutelnost
(této funkci se Fika nevydcislitelnd). Nicméné problém lze snadno upravit na rozhodo-
vaci — mizeme se ptat, zda je ta hodnota mensi nez zadané x a opakovanym ptanim
pro rtizna x bychom tuto hodnotu nalezli.

Piiklad. (MRDP theorem) M4 dany polynom vice proménnych s celo¢iselnymi
koeficienty celociselny koten?

Priklad. (Conwayova hra Zivota) Dostane se pro dva dané stavy simulace Conwa-
yovy hry Zivota zac¢inajici prvnim stavem nékdy do druhého stavu?

Nasledujici pfiklad souvisi s oblibenym paradoxem typu ,Nejmensi prirozené
¢islo, které nelze vyjadfit méné nez dvanacti slovy“.

Priklad. (Kolmogorovské sloZitost) Méjme pevny ,programovaci jazyk“. Jaka je
délka nejkratsiho programu v tomto programovacim jazyce, ktery vygeneruje dané
slovo?

Literatura a zdroje

[1] P. Kucera: Zdklady sloZitosti a vydislitelnosti,
http://ktiml.mff.cuni.cz/ kucerap/NTIN090/NTIN090-slajdy.pdf

[2] Nerozhodnutelné problémy,
https://en.wikipedia.org/wiki/List_of_undecidable_problems

[3] Kolmogorovskd sloZitost,
https://en.wikipedia.org/wiki/Kolmogorov_complexity
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ToMAS NOVOTNY

ABSTRAKT. Nejen v olympiddach ¢asto narazime na ulohy, v nichz potfebujeme roz-
hodnout, zda jedno ¢islo déli jiné ¢i jaky dava po déleni zbytek. V prispévku nejprve
probereme zakladni vlastnosti, pozd€ji se podivame i na pokrocilé metody, které lze
pfi feseni takovych dloh vyuzit.

Zakladni pojmy a vlastnosti
Nejprve si zavedeme dva klicové pojmy:

Definice 1. Rekneme, %e a déli b (zna¢ime a | b), pokud b = k - a pro néjaké celé
¢islo k. V opaéném piipadé budeme fikat a nedéli b a pouzivat znaceni a { b.
Definice 2. Rekneme, Ze a je kongruentni s b modulo n (zna¢ime a = b (mod n)),
pokud n | (a —b).

Pomoci tohoto znaceni mizZzeme snadno popsat fadu vlastnosti, které jsou sice
trividlni, nicméné jsou vyuzity (obéas implicitng) v celé fadé tloh.

Pozorovani 3. Pro libovolna nenulova cela ¢isla a, b, ¢, d, n plati

)
)
)
)albAcld = ac]|bd,

Yn|b+c = b= —c (mod n),

) a+b-n=a (mod n),

) a=b (modn)Ac=d (modn) = a+c=b+d (modn),
) a=b (mod n) Ac=d (mod n) = ac =bd (mod n).

)

Priklad 4. Najdéte zbytek po déleni ¢isla 2-3-10- 11 - 13 ¢islem 28.

¥ v v 3— . v 7 ¥z YV 7
Priklad 5. Ukazte, Ze "5 je pro kazdé celé cislo n rovnéz celé.

Priklad 6. Najdéte nejvétsi prirozené ¢&islo a takové, Ze a | 3*"*1 + 1 pro kazdé
pfirozené ¢islo n.
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Priklad 7. Ukazte, Ze pro kazdé ptirozené ¢islo n plati 133 | 117+1 4 122n-1,

Piiklad 8. (AIME 1999) Najdéte nejvétsi celé ¢islo n takové, ze

(n—2)*(n+1)
n—1

je celé cislo.

Mala Fermatova véta a Eulerova véta

Dosud jsme se moc nezabyvali vlastnostmi zbytk pfi mocnéni, které se chovaji

mnohem slozitéji. Nicméné mame k dispozici dvé klicova tvrzeni, kterd nam mohou
pomoci.

Véta 9. (Mald Fermatova) Necht p je prvocislo a a celé ¢islo takové, Ze p { a. Pak
a?” ' =1 (mod p).

Véta 10. (Eulerova) Necht a a n jsou nesoudélngd pfirozend ¢isla. Oznacme ¢(n)
pocet prirozenych cisel mensich nez n, ktera jsou s n nesoudélna. Pak

a?™ =1 (mod n).

Mtizeme si pov§imnout, ze Malé Fermatova véta je specidlnim piipadem Eulerovy,
nebot pro kazdé prvodéislo jsou s nim vSechna mensi pfirozend ¢&isla nesoudélna.
Jelikoz se ale v ulohach casto déli prvocislem, je vhodné tento pfipad zminovat
zv14st.

Piiklad 11. Ukaite, ze 13|23° + 336 + 537,
Piiklad 12. Dokazte, Ze pro liché pfirozend ¢isla n plati
n |20V g,
Priklad 13. (Putnam 1972) Najdéte vSechna pfirozend n, pro ktera

n|2" —1.
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Hledani Cisel davajicich dané zbytky

Zatim jsme se zabyvali pfedevsim dokazovanim, zda néjaké ¢islo déli jiné. Obcas by
se nam ale naopak hodilo najit néjaké cislo, které by davalo pozadované zbytky pii
déleni vice riznymi ¢isly.

Véta 14. (Cinskd o zbytcich) Necht my,ma,...,m, jsou po dvou nesoudélna,
prirozena cisla. Pak soustava rovnic

x =a; (mod my),

x =ag (mod mg),

x =a, (mod my),

ma pro libovolna cela ¢isla ay, as, . . ., a, pravé jedno feseni mezi0 amy-msy ... m,—1.

Tato véta ndm ¥ikd, Ze hledani nebude marné (pokud zrovna nechceme mit zbytek
1 po déleni t¥emi a 2 po déleni Sesti), nicméné navod, jak takové éislo najit, uz nedava.
Nastésti existuje jednoduchy postup, jak takova ¢isla nalézt, navic ma fadu dalsich
vyuziti.
Definice 15. (Euklidiv algoritmus) Meéjme celoéiselnou rovnici az + by = 1, kde
a a b jsou nesoudélnd a BUNO a > b. Reeni pak miizeme nalézt nasledujicim
zpusobem:
(1) Ptipravime si tabulku se tfemi sloupecky, do prvniho faddku napiSeme po
fadé a,1,0 a do druhého b,0, 1.
(2) Dokud nemame v prvnim sloupci jedni¢ku, opakujeme nasledujici kroky:
(3) Oznalme ki, ko, k3 a l1, 12,13 hodnoty v poslednich dvou vyplnéngch fadcich
tabulky.
(4) Spocteme délenim se zbytkem ky : 11 = d (zb. z).
(5) Do nového fadku napiseme po fadé ¢isla z, ko —lo - d a ks — I3 - d.
Posledni dvé hodnoty posledniho fadku pak udavaji hledana z a y.

Pozorovani 16. Pokud si vezmeme libovolny Fadek tabulky a dosadime posledni
dvé ¢isla do zadané rovnice za x a y, dostaneme jeho prvni ¢islo.

Cviceni 17.
(1) Jak najdeme feSeni ax + by = ¢ pro ¢ # 1?7
(2) Jak vypadaji vSechna TeSeni takové rovnice?

.....

a b nesoudélnd, tak jako posledni nenulové ¢islo v prvnim sloupci dostaneme jejich
nejvétsi spoleény délitel — rozklad na prvodisla tedy vilbec neni nutny!
Jak nam vsak tento algoritmus pomuiZe najit feSeni garantované Cinskou vétou
o zbytcich? Pokud chceme, aby takové ¢islo davalo zbytek a; po déleni m; a zbytek
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az po déleni my, feSime vlastné rovnici
r=a3+my-y=az+msa-z,
pro nezndma vy, z, coz jiz umime vyresit. Pro vice podminek je pak staci pridavat

postupné po jedné.

Priklad 18. Kolik pfirozenych ¢isel mensich nez 1050 dava po déleni péti zbytek
1, po déleni Sesti zbytek 3 a po déleni sedmi zbytek 57

Priklad 19. (IMO 1959) Dokazte, Ze zlomek ﬂZIg nelze pro zadné piirozené ¢islo
n zkratit.

Navody

4. Pouzijte sedmé pravidlo.

5. Roznésobte pravou stranu.

6. Zjistéte, co lze vytknout, a pak ukazte, ze zbyly délitel pro n = 1 dané ¢islo pro
jina n nedéli.

7. Postupujte indukeci.

11. Pouzijte Malou Fermatovu vétu na jednotlivé ¢leny.

12. Rozmyslete si, ze p(n) | nl.

13. Je jen jediné. Pak zkuste vyuzit Malou Fermatovu vétu.

18. Nehledejte je.

19. Pouzijte Euklidtv algoritmus na nalezeni nejvétsiho spole¢ného délitele.

Literatura a zdroje

[1] Kuba Krésensky: Délitelnost pro zaédteéniky, Domasov, 2012.
[2] Pavel Patak: Délitelnost v praxi, Ramzové, 2006.
[3] Mathematical Excalibur, https://www.math.ust.hk/excalibur/v20_n2.pdf
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Spiralni podobnost

HEDVIKA RANOSOVA

ABSTRAKT. Prednaska seznamuje s vlastnostmi spirdlni podobnosti a ukazuje jeji
vyuziti v olympiadni geometrii.

Uvod

Spiralni podobnost je nejobecnéjsi pfimé podobné zobrazeni roviny, které resi né-
které, jinak velmi slozité, tlohy. Cilem tohoto p¥ispévku je shrnuti poznatki o spi-
ralni podobnosti a ukazani jejich pouziti na lehkych az stfedné tézkych prikladech.

Definice. Spirdlni podobnost je slozeni otoceni a stejnolehlosti podle téhoz stredu.
Je urcena stfedem spiralni podobnosti O, orientovanym tthlem otoceni & a koefici-
entem stejnolehlosti & > 0. Znacéime ji S(O, o, k).

Motivacni priklady

Priklad 1. V roviné jsou dany rtzné velké, stejné orientované, podobné trojihel-
niky ABC a A’B’C’. Stiedy tiseéek AA’, BB’, CC’ ozna¢me po tadé A", B”, C".
Ukazte, ze i trojuhelnik A” B”C" je podobny pfedchozim trojuhelniktim.

Priklad 2. Je dén ¢étyithelnik ABCD s rtiznobéZnymi protéjsimi stranami. Pri-
sefik pfimek AB a C'D ozna¢me @ a prusecik ptimek AD a BC' ozna¢me R. Ukazte,
ze kruznice opsané trojuhelnikim BCQ, ADQ, ABR a CDR prochézeji jednim
bodem.

Vlastnosti spiralni podobnosti

Tvrzeni 1. (Zakladni vlastnosti) Pro spirdlni podobnost plati:

(i) Spirdlni podobnost je podobné zobrazeni — obrazem primky je pfimka, obra-
zem Ctverce je ¢tverec, obrazem stredu tsecky je stied obrazu tsecky, obecné
obrazem tutvaru je jemu podobny utvar.

(ii) Uhel mezi piimkou a jejim obrazem je tihel otoceni.

(iii) Pomeér délky usecky a jejiho obrazu je roven koeficientu stejnolehlosti.
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Tvrzeni 2. (Specialni piipady) Spirdlni podobnost S(O, W, k) se pii specidlnich
hodnotéch o, k redukuje nasledovné:

(i) Pro & = 0 dostdvame stejnolehlost se stiedem O a koeficientem k.

(ii) Pro W = 180° dostdavame stejnolehlost se stiedem O a koeficientem —k.
(iii) Pro k = 1 dostavame otoceni kolem O o tihel &
(iv) Prok=1a & = 180° dostdvame stiedovou soumérnost se stredem O.

(v) Zadna kombinace O, W, k ndm ned4 posunuti nebo nepFimé zobrazeni.

Tvrzeni 3. (Spirdlni podobnosti chodi po dvou) Necht spirdlni podobnost se stie-
dem O prevadi A — C a B — D. Pak jednoznac¢né urcena spiralni podobnost, ktera
prevadi A — B a C' — D, ma téz stied v O. Uhel otoceni a koeficient se muze lisit.

Tvrzeni 4. (Existence a jednoznacnost) V roviné jsou dany body A,B,C,D ta-
kové, ze ABDC' (v tomto pofadi!) neni rovnobéznik. Pak existuje pravé jedna spirdlni
podobnost, ktera prevadi A — C, B — D.

Lemma 5. (S. p. jednoznaéné uréena trojuhelnikem OAA’) Bud S(O, &, k) spi-
ralni podobnost zobrazujici bod A na A’. Potom plati ndsledujici.

(i) Pro ruzné body A jsou vSechny trojihelniky OAA’ podobné.

(ii) Libovolny trojuhelnik OAA’ zpétné jednoznacné urcuje spirdlni podobnost

S(0, W, k).

Tvrzeni 6. (Konstrukce stfedu; existence) Bud ABB’A’ ¢tyfuhelnik takovy, ze se
pfimky AB a A'B’ protinaji v bodé Q. Potom druhy priisecik O kruznic opsanych
trojihelnikim QAA’ a QBB’ je stied spirdlni podobnosti

s(0,<A0A", 28,

kterd zobrazuje A — A', B — B'.

Tvrzeni 7. (Prisecik ¢tyt kruznic) Bud ABB'A’ ¢étyiihelnik s riznobéznymi pro-
t&jsimi stranami. Prisec¢ik piimek AB a A’B’ oznacme @, priisecik piimek AA’
a BB’ ozna¢me R. Potom stred spirdlni podobnosti O, kterd zobrazuje A — A’
a B — B’, je priise¢ikem kruZnic opsanych trojiihelnikiim AA’Q, BB'Q, ABR a
A'B'R.

Piklady

Piiklad 3. (Simsonova ptimka) Bud ABCD tétivovy ¢tyithelnik. Ukazte, Ze paty
kolmic z D postupné na piimky AB, AC, BC lezi na jedné pfimce.

Priklad 4. Necht ABCD je c¢tyrtuhelnik a necht E, F jsou body postupné na
strandch AD, BC takové, ze déli strany ve stejném poméru |AE| : |[ED| = |BF]| :
|FC|. Piimka E'F protind piimky BA a C'D postupné v bodech S a T'. Dokazte, Ze
kruznice opsané trojuhelnikim SAFE, SBF, TCF a T DE maji spoleény bod.
(USAMO 2006)
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Priklad 5. ABC je ostrouhly trojuhelnik s vyskou AD. Body X a Y lezi po fadé
na kruznicich opsanych trojuhelnikim ABD a ACD tak, ze X, D, Y lezi na jedné
pfimce a body X, D, Y, B jsou po dvou ruzné. Ozna¢me déale M stfed strany BC
a M’ stied tsecky XY. Dokazte, ze piimky MM’ a AM’ jsou kolmé.

(MKS 27-3-8)

Priklad 6. Strandm AB a BC trojthelnika ABC' pfipiSeme zvenci podobné pra-
votihelniky! BKLC a M N BA. Ukaite, ze piimky NC, ML a AK prochézeji jednim
bodem.

Priklad 7. Uhlopficky étyfahelniku ABCD se protinaji v P. Ozna¢me O; a Oy
stfedy kruznic opsanych trojuhelnikim ADP a CBP. Body M, N a O jsou postupné
stiedy usecek AC, BD a O10. Ukazte, ze O je stied kruznice opsané PM N.

Priklad 8. Je dan pétithelnik ABCDE takovy, Ze jsou si trojuhelniky ABC,
ACD, ADFE podobné. Ozna¢me T prusecik BD a CE. Ukazte, ze pfimka AT je
kolma na spojnici stiedtt S7 a S kruznic opsanych trojihelnikim ABC a ADE.

Priklad 9. Bud ABCDE konvexni pétithelnik takovy, Ze jsou si trojuhelniky
ABC, ACD, ADE podobné. Uhlopiicky BD a CE se protinaji v P. Ukazte, Ze
piimka AP puli stranu C'D. (IMO Shortlist 2006)

Priklad 10. Je dén pravouhly trojuhelnik ABC s pravym thlem u C. Ozna¢me
M stied pfepony a D takovy bod odvésny BC, ze plati |[CD| = |CM]|. Necht déle
P znadi prisecik kruznic opsanych trojuhelnikim CMB a BDA, P # B. UkazZte,
7e pfimka BP je osou uhlu ABC. (iKS 7-1G)

Piiklad 11. Necht ABCD je tétivovy ¢tyftahelnik, P je prisecik jeho uhlopficek
a body E, F jsou po fadé paty kolmic z bodu P na strany AB, C'D. Nechf bod K
je stied strany BC a L stied AD. Dokazte, ze pfimky EF a KL jsou kolmé.

(USA TST 2000)

Priklad 12. Stied kruznice opsané tétivovému cétyithelniku ABCD oznac¢me O.
Uhlopticky AC a BD se protinaji v P. Kruznice opsané trojihelniktim ABP a CDP
se protinaji v P a (. Predpokladejme, Ze jsou body O, P a @Q ruzné. Dokaite, Ze
|<OQP| = 90°. (Cina 1992)

Priklad 13. Na strané BC daného ostrouhlého trojuhelniku ABC lezi body P a
Q tak, ze |[<PAB| = |<BCA| a |[<CAQ)| = |[<ABC|. Body M a N lezi po fadé na
pfimkach AP a AQ, pficemZ bod P je stfedem tisecky AM a bod @ je stfedem tisecky
AN. Dokazte, ze piimky BM a C'N se protinaji na kruznici opsané trojihelniku
ABC. (IMO 2014/4)

Priklad 14. Na stranich a, b, ¢ trojihelnika ABC zvolime postupné body Aj,
By, Cy. Kruznice opsané trojuhelnikim AB,Cy, BC1 A1, C' Ay By protnou kruznici
opsanou podruhé v bodech Ay, B, Cs. Body As, B3, C3 jsou stfedovymi obrazy

IPravothelnik je obdélnik nebo étverec.
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bodu A1, Bi, C postupné podle stiedu stran a, b, c. UkazZte, Ze trojuhelnik As BoCy
je podobny trojuhelniku A3B3Cj. (IMO Shortlist 2006)

Navody

3. Najdéte spiralni podobnost se stfedem v D, ktera zobrazi paty kolmic na body

AaC.

4. Najdéte spirdlni podobnost zobrazujici A — B a D — C' a vyuZijte tvrzeni
o konstrukci stredu.

5. Najdéte spiralni podobnost svazujici tii Thaletovy kruznice.

6. Vezmeéte vhodnou spiralni podobnost a zobrazte na sebe kruznice opsané nasim
pravouhelniktim.

7. Vzpomeiite si na prvni motivacni priklad.

8. Vezméte spirdlni podobnost, ktera zobrazuje AABC na AADE.

9. Oznaéme @ pruseéik BD a AC, R pruseéik DA a EC. Diky Cévové vété staci
ukdzat |[AQ| : |QC| = |AR| : |RD|. Ctytihelniky ABCD a ACDE si odpovidaji ve
spiralni podobnosti, tedy i jejich priiseciky thlopticek, a jsou tak zachovany potiebné
poméry.

10. Ukazte shodnost ACPD a AMPA.

11. Zobrazime bod P v osové soumérnosti podle CD a ur¢ime vhodnou spiralni
podobnost. Z vlastnosti podobnych zobrazeni muzeme uvazovat vhodny deltoid.

12. Dokreslete body S; a S, stfedy thlopficek AC a BD.

13. Uvazujme trojuhelnik AB;C; takovy, ze strana BC' je jeho stiedni prickou.
Trojuhelnik ANC je spirélné podobny s BB M s thlem otoéeni <BAC — 180°.

14. (i) Pomoci znalosti priniku kruznic jako stfedu s.p. ukazte, ze AA;BC ~
~ AAQCl B;.
(ii) Oznacéme stiedy tusecek b, ¢, AAs postupné Sy, S, Saa,. Ukazte ASaa,
S.Sp ~ NA3BC.
(iii) Pomoci tvrzeni odivodnéte AAsC1 By ~ ASAa,SeSy, ~ AAC5Bs.
(iv) Ukazte shodnost odpovidajicich tthla v AA;BsCy a AA3BsCs.

Literatura a zdroje

[1] Franta Konopecky: Spirdlni podobnost, Domaslav, 2010.

[2] Toméas Pavlik: Spirdlni podobnost, Uhelna piibram, 2014.

[3] Yufei Zhao: Three Lemmas in Geometry,
http://yufeizhao.com/olympiad/three_geometry_lemmas.pdf
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Polynomy

LucieN Sima

ABSTRAKT. Prispévek seznami ¢tenafe s polynomy a jejich zakladnimi vlastnostmi.
Daéle uvadi nékolik ptiklada k procviceni.

Nasi cestu do svéta polynomut zahajime formalni definici a nékolika teoretickymi
poznatky.

Teorie

Definice. Polynomem stupné n rozumime vyraz tvaru
-1
anx™ + ap_12™"" " + -+ a1z + aog,

kde a,, # 0. Cisla a; nazyvame koeficienty polynomu a x proménnou.

Poznamka. Zpravidla byvaji koeficienty polynomu redlna ¢isla. Obecné vsak mu-
zeme polynomy definovat nad libovolnym komutativnim okruhem.

Poznamka. K polynomutm si pfiddme jeden specialni pfipad a to nulovy polynom,
ktery ma vSechny koeficienty rovny nule. Jeho stupen klademe roven —1.

Polynomy muZeme intuitivné (¢len po ¢lenu) séitat, odéitat i ndsobit. Jak je to
ale s délenim?

Definice. Rekneme, Ze polynom ¢ déli polynom f (piSeme g | f), pokud existuje
polynom h takovy, Ze f =g - h.

Tvrzeni. (Déleni se zbytkem) Necht f je polynom a g nenulovy polynom. Pak exi-
stuje pravé jedna dvojice polynomii h, r takova, e f = g-h+r a deg' (r) < deg(g).

Dalsi ¢ast teorie vénujeme pojmu kofen polynomu.
Definice. Cislo a je kofenem polynomu f, pokud f(a) = 0.
Tvrzeni. Polynom f mé kofen a pravé tehdy, kdyz (x — a) | f.

Istupen polynomu
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Dusledek. Nenulovy polynom stupné n ma nejvyse n korent.

Zdkladni véta algebry ¥ik4, ze kazdy polynom nad komplexnimi ¢isly (s komplex-
nimi koeficienty) méa alesponi jeden (komplexni) kofen. Z toho jiz plyne, ze kazdy
komplexni polynom stupné n lze zapsat ve tvaru ag(z —21)(x — z2) ... (x —x,), kde
x; jsou jednotlivd komplexni ¢isla. Nalezeni kofenti polynomu nadm tedy umoziuje
jej dostat do soucinového tvaru, v némz se nam s nim bude lépe pracovat. Dikaz
této véty je slozity a presahuje ramec prednasky. Plati ale, ze kazdy realny polynom
lichého stupné ma alespon jeden redlny kotren.

Dusledek. Pokud se dva polynomy stupné nejvyse n shoduji v alespori n + 1
bodech, jsou identické.

Dusledek. Kazdymin + 1 body Ize prolozit unikatni polynom stupné nejvyse n.
Véta. Ma4-li polynom f celociselné koeficienty a a,b € Z, pak a — b | f(a) — f(b).
Vé&ta. (Rational Root Theorem) Ma-li polynom P(x) = a,x™ +a,_13" 1+ +ag

s celo¢iselnymi koeficienty racionalni kofen r/s (v zdkladnim tvaru), pak r | ap a
S| an.

Piiklady

Priiklad 1. Najdéte polynom nabyvajici celo¢iselnych hodnot ve vSech celych ¢is-
lech, ktery nema vSechny koeficienty celociselné. (MKS 34-6-1)

Priklad 2. Najdéte vSechny polynomy f spliujici: z- f(z —1) = (z+1)- f(z) pro
v8echna redlnd x. (MKS 34-6-3)
Piiklad 3. Najdéte vSechny polynomy f spliujici f(0) = 0 a f(z?+1) =
(f(x))? + 1 pro vSechna realna x.

Piiklad 4. Najdéte viechny polynomy f spliujici f(2) = 6 a f(2?) = 2%(2® +
1)f(x) pro vSechna realnd x.

Priklad 5. Af f je polynom s celoéiselnymi koeficienty. Dokazte, ze je-li f(n)
délitelné tfemi pro tii po sobé jdouci prirozena cisla, pak je délitelné tfemi pro
v8echna pfirozena Cisla.

Priklad 6. Mé&jme polynom f s celoéiselnymi koeficienty a a € Z. Déle plati, Ze
f(=a) < f(a) < a. Dokazte, ze f(—a) < —a.

Piiklad 7. Najdéte viechny polynomy f spliujici f(z)f(222) = f(22® + 22) pro
vSechna realna x.

Priklad 8. Existuje polynom sudého stupné s lichymi celo¢iselnymi koeficienty,
ktery mé racionalni kofen? (MKS 34-6-4)

Priklad 9. Polynom f s celo¢iselnymi koeficienty spliiuje f(0) = 1. V kolika nejvice
raznych celych ¢islech mize nabyvat hodnoty 20087 (MKS 28-3-5)
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Piiklad 10. Af f je polynom s celo¢iselnymi koeficienty splitujici f(0) = f(1) =
2011. Ukazte, 7e f(x) nemé celoéiselny kofen.

Priklad 11. Koeficienty polynomu f jsou pfirozena ¢isla. Pro kazdé pfirozené ¢islo
n ozna¢me a, soucet cifer v desitkovém zépisu ¢isla f(n). DokaZte, Ze existuje ¢islo,

které se v posloupnosti ay, as, ... vyskytuje nekonecnékrat. (MKS 21-6-6)
Priklad 12. Polynom f(z) stupné 2015 pro k = 1,...,2016 spliuje f(k) = 1.
Urcete f(2017). (MKS 29-1-8)
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Navody

1. Népovédu k prvnimu prikladu nechces.

2. Ukazte, ze kofenem polynomu je kazdé celé ¢islo.

3. Postupné dosazujte za  hodnoty 0,1,2,... a pouzijte disledek o identi¢nosti
polynom1.

4. 7 druhé rovnosti urcete stupenn polynomu f.

5. Z véty vySe vime, Ze pokud je a — b délitelné t¥emi, pak i f(a) — f(b) je délitelné
tfemi.

6. Vhodné pouzijte vétu o polynomech s celociselnymi koeficienty.

7. Porovnejte ¢leny s nejniz§im stupném na pravé a levé strané.

8. Aplikujte Rational Root Theorem.

9. Uvaite g(z) = f(z) — 2008. Hledejte maximalni pocet kofenti g. Pro kofeny z;
plati —2007T =a -x1 - X2 - ... Xy, tedy n < 5.

10. Kdyby a bylo celodiselnym kofenem f, muselo by z véty platit a | 2011 i
a=+1|2011, coz neni mozné.

11. Dosadte ,vysokou* mocninu 10.
12. Zkoumejte kofeny polynomu g(z) = = f(x) — 1.

Literatura a zdroje

[1] Martin Sykora: Polynomy bez Viétovych wvztahi, Sbornik MKS, Hojsova
Straz, 2016.
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Ceévova a Menealova véta

JACHYM SOLECKY

ABSTRAKT. Obcas se miZete setkat s geometrickou tlohou, kdy mate za kol doka-
zat, ze tfi body lezi na jedné primce. Nebo zZe tii tsecky se protinaji v jednom bodé.
Na tento typ tloh mizeme velmi ¢asto pouzit Cévovu nebo Menealovu vétu, pfipadné
kombinaci obou. V této predndasce se seznamime s tim, co tyto véty rikaji, a jak je
pouzit na nékteré typy geometrickych uloh.

Cevova véta

Lemma 1. (O obsazich) Na strané BC trojihelnika ABC' je zvolen bod D. Na
tsecce AD je zvolen bod D’. Dokazte, Ze

SABD' _ |BD|
Sacp  |DC|’

Véta 2. (Cevova véta) V trojihelniku ABC jsou na stranach BC, CA, AB po-
stupné zvoleny body D, E, F. Dokazte, ze piimky AD, BE, C'F se protinaji v jed-
nom bodé pravé tehdy, kdyz plati

|BD| |CE| |AF| _
|DC| |EA| |FB|

1.

Cevova véta plati, i kdyz je jen jeden z bodu na strané trojuhelnika a zbylé dva
jsou na prodlouzeni odpovidajicich stran.

Uloha 3. Dokazte pomoci Cévovy véty, Ze se

(i) té&Znice,

(ii) osy uhly,

(iii) vysky
v trojuhelniku protinaji v jednom bodé.
Uloha 4. Na stranich BC, CA trojihelniku ABC jsou dany body D, E tak, ze
|BD| : |DC| = |CE| : |EA| = 2. Ozna¢me X prisetik AD a BE a F prisecik CX
a AB. Urcete |BF|: |FA|.
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Uloha 5. (Gergonniiv bod) Kruznice vepsana trojuhelniku ABC se dotyka jeho
stran BC, C'A, AB postupné v bodech D, E, F. Dokazte, ze tsecky AD, BE, CF
se protinaji v jednom bodé.

Uloha 6. Rovnobézka se stranou BC' trojthelniku ABC protiné strany AB, AC
v bodech X, Y. Dokazte, ze prusecik tuseéek BY, C' X lezi na A-téznici.

Uloha 7. Dokaite, ze piimky spojujici stiedy stran se stiedy odpovidajicich vysek
(tj. stfed strany BC se stfedem vysky na stranu BC apod.) prochézeji jednim bodem.

Uloha 8. Kruznice pfipsané trojihelniku ABC se dotykaji jeho stran BC, C A,
AB v bodech T, U, V. Dokazte, ze pfimky AT, BU, C'V prochazeji jednim bodem.

Lemma 9. (O pomérech) V trojihelniku ABC je na strané BC zvolen bod D.
Dokazte, ze
|BD|  |AB|sin<BAD

|DC|  |CA|sin<CAD’
Véta 10. (Cevova véta, trigonometrickd verze) Na strandach BC, CA, AB troj-
thelniku ABC' jsou dany body D, E, F. Pak se piimky AD, BE, CF protinaji
v jednom bodé pravé tehdy, kdyz

sin<<DAC sin<EBA sin<FCB B
sin<BAD sin<CBE sin<ACF

Uloha 11. (Isogonélni kamardd) Na stranach BC, CA, AB trojthelniku ABC
jsou dany body D, E, F tak, ze tsecky AD, BE, CF se protinaji v jednom bodé.
Piimky AD, BE, CF zobrazime podle pfislusnych os vnitinich thla trojuhelniku
ABC. Dokazte, ze vzniklé pfimky opét prochazeji jednim bodem.

Uloha 12. Je dén trojihelnik ABC' s v§skami AD, BE, CF. Oznaéme M, N, P
stfedy tuse¢ek FF, FD, DE. Dokazte, ze pfimky AM, BN, C'P prochazeji jednim
bodem.

Menealova véta

Véta 13. (Menealova véta) Je dan trojihelnik ABC. Body D, E, F lezi po fadé
na piimkich BC, CA, AB tak, ze bud jeden z nich, nebo vSechny t¥i lezi vné
trojuhelniku ABC'. Pak body D, E, F lezi v piimce pravé tehdy, kdyz plati

|AE| |CD| |BF|
|EC| |DB| |FA|l

1.

Uloha 14. V trojthelniku ABC oznaéme N stied téznice AM a P bod na strané
AC takovy, ze |AC| = 3| AP|. Rozhodnéte, zda body B, N, P lezi v pfimce.

Uloha 15. Je dan trojtuhelnik ABC' s vepsistém I. Osa thlu u vrcholu A protina
stranu BC' v bodé D. Pomoci délek stran vyjadfete hodnotu poméru |AI|/|ID].
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Uloha 16. (Van Aubelova véta) V trojihelniku ABC jsou na stranich BC, CA,
AB postupné zvoleny body D, E, F tak, ze pfimky AD, BE, C'F se protinaji
v jednom bodé X. Dokazte, ze pak

|AX| |AE| n |AF|
|XD| |EC| |FB|

Uloha 17. Kruznice vepsana riiznostrannému trojihelniku ABC se dotyka jeho
stran BC, C'A, AB postupné v bodech D, E, F. Uvnitf trojuhelniku ABC' je dan
bod X tak, Ze kruznice vepsana trojuhelniku BC X se dotyka BC' i v D. Ozna¢me
déale Y, Z jeji body dotyku se stranami X B, XC. Dokazte, ze pfimky EF, YZ a
BC prochézeji jednim bodem.

Uloha 18. (Newton-Gauss line) Je dan konvexni étyitihelnik ABCD, jeho# pro-
tilehlé strany nejsou rovnobézné. Oznac¢me Q = BC N DA a R = ABNCD. Déle
oznaéme X, Y, Z postupné stiedy tseéek AC, BD, QR. Dokazte, ze body X, Y, Z
lezi na jedné primce.

Dalsi dlohy

Nebojte se pouzit Cevovu a Menealovu vétu v jedné tloze vickrat. A nezapomenite
ani na podobnost, mocnost a sinovou vétu. Vsechny pracuji s pomeéry, a tak se mizou
hodit.

Uloha 19. Uhlopiicky konvexniho é&tyithelniku ABCD se protinaji v bodé P.

Dokazte, ze

sin<<DAP sin<ABP sin<BCP sin<CDP B
sin<APB sin<PCB sin<PCD sin<PDA

Uloha 20. Na stranach BC, C A, AB trojuhelniku ABC jsou dany body D, E, F
tak, ze usecky AD, BE, C'F se protinaji v jednom bodé. KruZznice opsana trojuhel-
niku DEF protne strany podruhé v bodech D', E’, F'. Dokazte, ze AD', BE', CF’
se také protnou v jednom bodé.

Uloha 21. Na piimce p jsou dany body A, Z, B v tomto pofadi, pficemz Z
neni sttedem AB. Zvolme libovolné bod X ¢ p a poté libovolné zvolme bod Y na
useCce XZ. Oznaéme D = AX NBY a E = BX N AY. Dostali jsme tak pfimku
DE, jejiz konstrukce zavisi na zvolenych bodech X, Y. Dokazte, Ze vSechny takto
zkonstruované primky DFE prochézeji jednim pevnym bodem.

Uloha 22. Je dan trojihelnik ABC' a uvnitf néj bod P. Bodem P prochézi pfimka,

p. Bod A’ dostaneme jako prisecik strany BC' a obrazu piimky AP podle osy p.

Analogicky dostaneme body B’ a C’. DokaZte, ze body A’, B’, C’ lezi na jedné

pfimce. (USAMO 2012)
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Uloha 23. Je dan trojihelnik ABC. P¥imka skrz jeho tézi§té G protne strany AB,
AC v bodech F, E. Dokazte, Ze

BF| _|CE| _
[FA| " |EA|

Uloha 24. Necht ABC je rovnoramenny trojuhelnik s |AB| = |AC|. Kruznice
vepsand se dotykd stran BC a C'A postupné v bodech D a E. Bodem B vedeme
pfimku riznou od BE, kterd protne kruznici vepsanou v bodech F' a G. Necht BC
protind pfimky EF a EG postupné v bodech K a L. Dokazte, Ze |[DK| = |DL|.
(MEMO 2008)

Uloha 25. (Pascalova véta) Body A, B, C, D, E, F lezi na kruznici v libovolném
pofadi. Necht L = ABNDE, M = BCNEF, N = CDN FA. Dokaite, 7e L, M, N
lezi na jedné primce.
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Navody

> 5o Sapp _ |BD|
1. Dokazte, ze e = pol-

6. Dokazte pomoci Cevovy véty, ze obé tsecky a A-téZnice se protinaji v jednom
bodé.

7. Pouzijte Cévovu vétu na trojuhelnik ze stfednich pficek.

8. Vyjadiete délky BT, ... pomoci délek stran trojiuhelnika ABC.

12. Pouzijte lemma o pomeérech pro trojuhelniky FAFE, ECD, DBF. Pak Cévovu
vétu pro vysky v ABC upravte na pozadovanou goniometrickou verzi s body M, N
a P.

15. Osa thlu déli protéjsi stranu v poméru délek prilehlych stran. Menealovu vétu
pouzijte pro trojuhelnik ADC.

16. Menealovu vétu pouzijte pro trojuhelnik ABD.

17. Zvlast spoditejte, kde protnou piimku BC piimky EF a Y Z.

18. Menealovu vétu pouzijte pro trojuhelnik ze stfednich pFicek trojuhelniku ABQ.
19. PouZijte lemma o pomérech pro trojihelniky ABC, BCD, CDA a DAB.
20. Pouzijte mocnost bodi A, B, C' ke kruznici opsané trojihelniku DEF'.

21. Hlavni roli hraje trojuhelnik ABC, pro ktery pouzijte Menealovu i Cevovu
vétu.

22. Vyjadfete si poméry z Menealovy véty pomoci lemmatu o pomeérech.

23. Vyjadrete si oba zlomky z Menealovy véty pro pfimku EF' a trojuhelniky
ABM, resp. ACM, kde M je stfed BC (oznacte si pruseéik EF a BC).

24. Oznacte si X = CG N AB a pouzijte Menealovu vétu pro trojihelnik X BC'
dvakrat — s body E, G, L a s body F, F, K. Pak pom@ze mocnost.

25. Prodluzte sudé strany Sestithelniku ABCDEF, a tim vytvoite trojihelnik
XY Z. Pro ten pak napiste tfi Menealovy véty pro tii rizné pfimky.

Literatura a zdroje

[1] Pavel Salom, Pepa Tkadlec: Cévova véta, semindi AoPS, 2014.

[2] Pavel Salom, Pepa Tkadlec: Menealova véta, seminai AoPS, 2014.
[3] Tom&s Pavlik: Levely a Menealova véta, Mentaurov, 2013.

[4] Tom&s Pavlik: Cevova a Menealova véta, Domaslav, 2010.
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IMO délitelné tremi

RADO VAN SVARC

ABSTRAKT. Na prednasce budeme prochézet nejtézsi priklady z nékolika roéniku
soutéze IMO.

Priklad 1. Ukazte, Ze pro kazdé prirozené ¢islo n plati
n+ 20 n+ 2! n+2n1
il R bl B
(IMO 1968 - 6)

Priklad 2. M¢éjme ¢tvercovou tabulku n x n nezapornych celych ¢isel. Predpokla-
dejme, zZe kdykoli mé néjaké policko P nulovou hodnotu, pak soucet hodnot na vsech
polickéch, kterda majis P jednu spole¢nou soutradnici, je vyssi nebo roven n. Dokazte,
ze soucet hodnot na vSech poli¢kach je roven alespon ”72 (IMO 1971 - 6)

Piiklad 3. Naleznéte viechny funkce f : N — N takové, ze f(n+1) > f(f(n)).
(IMO 1977 - 6)

Ptiklad 4. Jak4 je nejvyssi mozna hodnota vyrazu m? + n?, kde m a n lezi mezi
¢isly 1,2,...,1981 a spliuji (n? — mn —m?)? = 1. (IMO 1981 - 3)

Piiklad 5. Koneéné mnoho bodu v roviné s celo¢iselnymi souradnicemi je vybrano.
Je pro kazdou takovou mnozinu mozné obarvit body ¢ervené a modie tak, aby se na
kazdé prfimce rovnobézné se souradnicovou osou pocet ¢ervenych a modrych bodu
lisil nanejvys o jedna? (IMO 1986 — 6)

Piiklad 6. Rikdme, %e permutace (v1,Z2,...,7s,) mnoziny {1,2,...,2n} ma
vlastnost P, pokud pro alespoii jedno i € {1,2,...,2n — 1} plati |z; — z;41| = n.
Ukazte, ze pro kazdé n existuje vice permutaci s vlastnosti P nez bez ni.

(IMO 1989 — 6)

Priklad 7. Na nekone¢né Sachovnici hrajeme partii solitéru nésledujicim zpiiso-

bem: Na zac¢atku méame n? figurek rozestavenych do &tverce o strané n. V kazdém

kroku miZeme jednou figurkou skocit pfes jinou na prazdné policko a preskocenou

figurku odstranit. Pro kterd n je mozné po nékolika krocich skoncit s pouze jednou

figurkou? (IMO 1993 - 3)
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Priklad 8. Ukazte, Ze existuje mnozina A pfirozenych ¢isel takové, Ze pro libovol-
nou mnozinu prvocisel S existuji pfirozena Cisla k > 2, m € A an & A, pro které
plati,ze m i n jsou soucinem k riznjych prvodisel z S. (IMO 1994 - 6)

Priklad 9. Naleznéte vSechny dvojice pfirozenych ¢isel m,n > 3 takové, ze pro
nekone¢né mnoho pfirozenych cisel a je

a+a—1

a”+a? -1
prirozené &islo. (IMO 2002 - 3)

Priklad 10. V roviné lezi n kruznic s jednotkovym polomérem a stiedy O, ...,
O,,. Pokud kazda pfimka ma kontakt s nanejvys dvéma z téchto kruznic, ukazte, ze

1 (n—1)m
DR e
0,0, 4

1<i<j<n

(IMO 2002 - 6)

Priklad 11. Necht a1, ag, ..., a, jsou navzajem ruznéa kladnd celd cisla a M je
mnozina n — 1 kladnych celych ¢isel neobsahujici ¢islo s = a3 +as + - - - + a,. Lucni
kobylka skace podél ¢iselné osy, pricemz zac¢ind v bodé 0 a provede doprava n skokl
o délkach aq, as, ..., an v uréitém poradi. Dokazte, ze poradi skoku lze zvolit tak,
Ze se kobylka neoctne na zadném ¢isle z mnoziny M. (IMO 2009 - 6)

Priklad 12. ,Hra na chytrou hordkyni“ je hrou mezi dvéma hraci A a B. Pravidla
hry zaviseji na dvou kladnych celych ¢islech k a n, ktera jsou znama obéma hracium.
Na zacatku hry zvoli hra¢ A celd ¢isla z a N, kde 1 < x < N, a z nich prozradi
(po pravdé) hraci B pouze ¢islo N, &islo « si nechd pro sebe. Hra¢ B se nyni snazi
ziskat informace o ¢isle x kladenim otazek hrac¢i A. Muze ptritom klast pouze otazky
nésledujiciho typu: vybere libovolnou podmnozinu S kladnych celych éisel (muze
vybrat i mnozinu, kterou jiz zvolil v nékteré z pfedchozich otézek) a zepté se hrace
A na to, zda ¢islo x lezi v S. Hra¢ B miuze polozit libovolné mnoho takovychto
otazek. Na kazdou otdzku musi hra¢ A okamzité odpovédét, a to bud ,,ano*, nebo
,ne“. P odpovédich vSak mutze hra¢ A lhat, dokonce libovolné mnohokrat; jedinym
omezenim je pouze to, aby mezi kazdymi jeho k+1 za sebou nasledujicimi odpovédmi
byla alespon jedna pravdiva. Poté, co hra¢ B skon¢i s kladenim vSech svych otéazek,
zada néjakou, nejvyse n-prvkovou, podmnozinu X kladnych celych ¢isel. Pokud ¢islo
x nalezi do mnoziny X, tak hra¢ B vyhral, jinak prohral. Dokazte:

(1) Pro n > 2% ma hraé B vyhravajici strategii.

(2) Pro kazdé dostatecné velké celé kladné k (tj. od jisté meze pro kazdé celé
kladné &islo k) existuje &islo n > 1,99% takové, ze neexistuje vyhravajici
strategie za hrace B.

(IMO 2012 - 3)
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Priklad 13. Méjme celé ¢islo n > 3 a n + 1 bodid rovnomérné rozloZenych na
kruznici. Uvazujme takova oznackovani téchto bodu ¢iselnymi znaky 0, 1, ... n, ve
kterych je pouzit kazdy z téchto znakl pravé jednou. Dvé oznackovani povazujeme za
stejna, jestlize jedno prejde na druhé néjakou rotaci kruznice. Oznackovani nazveme
krdsnym, jestlize pro libovolné ¢tyii znaky a < b < ¢ < d takové, ze a+d = b+ ¢,
tétiva spojujici body oznacené znaky a a d neprotiné tétivu spojujici body oznacené
znaky b a c. Necht M znaéi pocdet krasnych oznackovani a N pocet usporaddanych
dvojic (z,y) kladnych celych ¢isel takovych, Ze x +y < n a NSD(z,y) = 1. Dokazte
rovnost M = N + 1. (IMO 2013 - 6)

Piiklad 14. Rikdme, Ze piimky v roviné jsou v obecné poloze, pokud zadné dvé
nejsou rovnobézné a zadné tii neprochézeji jednim bodem. Mnozina p¥imek v obecné
poloze rozdéluje rovinu na oblasti, z nichz nékteré maji kone¢ny obsah. Nazyvame
je konecné oblasti prislusné dané mnoziné pfimek. Pro kazdé dostatecné velké n
dokazte, ze v libovolné mnoziné n primek v obecné poloze je mozné obarvit modie
asponl \/n piimek tak, Ze zadnéd z piislusnych koneénych oblasti nebude mit celou
hranici modrou. (IMO 2014 - 6)

Priklad 15. V roviné je ddno n, n > 2, tsecek tak, ze se libovolné dvé z nich
protinaji ve vnitfnim bodé obou, ale zadné t¥i se neprotinaji v jednom bodé. Pepa
vybere koncovy bod kazdé tisecky a umisti do néj zabu, smérem k druhému kon-
covému bodu. Poté (n — 1)-krat tleskne. Na kazdé tlesknuti kazda zaba neprodlené
poskoéi na nasledujici priisecik na své tiseéce. Zadna zédba neméni smér svych skokd.
Pepa by chtél umistit zaby tak, aby zadné dvé z nich nebyly po zadném tlesknuti ve
stejném pruseciku.

(1) Dokazte, ze Pepa tak mtize uéinit, je-li n liché.

(2) Dokazte, ze Pepa tak nemuze uéinit, je-li n sudé.

(IMO 2016 — 6)

Piiklad 16. Lovec a neviditelny zajic hraji hru v Euklidovské roviné. Zajicova
pocatecni poloha Ag a lovcova pocateéni poloha By jsou stejné. Po n — 1 kolech hry
se zajic nachazi v bodé A,,_1 alovec v bodé B,,_1. V n-tém kole postupné probéhnou
tTi véci:
(1) Zajic se nevidén pfesune do bodu A,, takového, ze vzdalenost mezi A,,_; a
Ay, je pfesné 1.
(2) Sledovaci zafizeni nahlasi lovci bod P,. Jedind zaruka poskytnuta sledovacim
zafizenim je, Ze vzdalenost mezi P, a A, je nejvyse 1.
(3) Lovec se viditelné pfesune do bodu B,, takového, Ze vzdalenost mezi B,,_1 a
B,, je ptfesné 1.
Mize lovec vZdy (tj. bez ohledu na to, jak se hybe zajic, a na to, jaké body hlési
sledovaci zafizeni) volit své pohyby tak, aby mél jistotu, ze po 10° kolech bude
vzdalenost mezi nim a zajicem nejvyse 1007? (IMO 2017 - 3)
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Navody
1. Binarka.

2. Uvazte sloupec/fadek s nejmensim souctem. BUNO se jedné o fadek a soucet
jeho ¢isel je k. Pak umite sou¢ty n—k sloupct (z nul v daném ¥adku) zdola odhadnout
jako n — k a soucet zbylych k sloupci (z minimality) pomoci k.

3. Indukci podle m ukaZte, ze pokud n > m, pak f(n) > m.

4. Ukazte, Ze pokud (n,m) vyhovuje, vyhovuje i (m —n,m), (n+m,m) a (—m,n)
a odtud odvodte tvar vyhovujicich dvojic.

5. Ano! Odstranujte cykly, a rozestavéni bez cykli obarvéte pfimocare.

6. V permutaci bez vlastnosti P dejte prvni prvek k jeho ,kamaradovi“. Tim zis-
kéte prosté zobrazeni z permutaci bez P do permutaci s P.

7. Protoze kdykoliv mame tfi figurky vedle sebe, které na jednom konci maji na
jedné strané prazdno a na druhé figurku, umime tuto trojici vyrusit, a tim udé-
lat konstrukci pro n nedélitelné tfemi. Pro n délitelné tfemi obarvime Sachovnici
prirozené tfemi barvami a zkoumame paritu.

8. Zvolte Atak,zepy-...-.pp €A S pr-...-pp =1 (mod k +1).

9. Ukazte, ze pokud tato délitelnost skute¢né nastava nekonecné ¢asto, pak nastava
vzdy a polynomialné. Pak vyuzijte, ze a” + a? — 1 m4 realny koien mezi 0 a 1.

10. Vsechny kruznice ohranicte jednou velikou a zkoumejte, jak velké ¢asti této
velké kruznice vytinaji spole¢né vnitini tecny a kolikrat je timto zptisobem mozné
,pokryt“ jednu cast velké kruznice.

11. Dokazujte indukci podle poctu skokt. Skakejte prvni skok nejdelsim skokem a
rozeberte na tfi pripady. Pripad, kdy prvnim skokem pieskocite nékolik ,min“ a na
jednu spadnete, vyfeste posunutim vSech preskocenych min o délku tohoto skoku a
po pouziti indukéniho predpokladu prohozenim prvnich dvou skokt.

12. Pro ¢ast jedna bindrnim vyhleddvanim najdéte v kazdjch k + 1 krocich jeden
prvek, ktery urcité neni z. Pro ¢ast dva se snaZte minimalizovat soucet 22-11 AT
kde m; je pocet odpovédi v kazdém kroku, které jsou nepravdivé o ¢ a A je dostatecné
blizké dvojce.

13. Indukci dokazte, Ze vSechna krasna oznackovani vzniknou zvolenim realného
¢isla 7 € (0,27) a néslednym skédkanim po jednotkové kruznici o r a postupnym
psanim ¢isel 1, 2, ... n. Mnozinu N dvojic bijektivné zobrazte na takové skoky r,
pro které se nékteré body prekryji. Zbytek nahlédnéte.

14. Obarvéte co nejvice pfimek na modro. Pro kazdé zbylé pfifadte jednu ,krizovou
oblast*“ a v kazdé takové oblasti rovnomeérné rozdélte mezi priseciky dvou modrych
pfimek hodnotu jednu. Ukazte, ze zadny prisecik dvou modrych pfimek nemé vétsi
soucet hodnot, nez 2.
15. Kolem vsech tsecek nakreslete jednu velkou kruznici, iseCky protahnéte a zkou-
mejte dvojice ,sousedicich“ tusecek.
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16. Zajic opakuje kazdych 200 krokt nasledujici proces - ukaze lovci, kde presné je,
a nasledné utikd do bodu ve vzdalenosti 200 od jeho soucasné polohy a ve vzdalenosti
jedno od polopfimky opac¢né k poloprimce spojujici zajice a lovce. Pokud sledovaci
zarizeni vidy ukaze pfimo na pfimku, tak lovec nevi, do kterého ze dvou takovych
moznych bodt zajic utika a zajic diky tomu umi vzdy zvysit svou vzdalenost o ale-
spon %

Literatura a zdroje

[1] Mirek Olsak: Kdopak by se IMO Sestky bal?, Uhelnd Piibram, 2014.
[2] mathlinks.ro
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RADO VAN SVARC

ABSTRAKT. Symediany patii k velice zajimavym oblastem moderni geometrie troju-
helnika. Jedna se o pokrocilejsi, ale pro olympiadni matematiku velice dulezité, téma,
protoze rozmanitych vlastnosti symedian se da v ulohach casto vyuzit. Prispévek ob-

najdete nadpovédy ke zminénym tvrzenim i tloham.
Nez zacneme se symedidnami, pfipomeneme si nékteré souvisejici pojmy.

Definice. Méjme dany thel XVY a jeho osu o. Piimky p a ¢ nazveme antirovno-
bézné, pokud osovy obraz primky p podle o je rovnobézny s pfimkou ¢. Pokud navic
V epaV €gq,fikdme, Ze p a g jsou izogonalni.

Jedna ze zékladnich vlastnosti antirovnobézek je, zZe jejich priseéiky s pfimkami
VX a VY lezi na jedné kruznici.
Nyni si mazeme definovat, co jsou to symediany.

Definice. Symediany trojihelnika jsou pfimky izogonalni s jeho téznicemi.

Tvrzeni 1. Symediany se protinaji v jednom bodé, ktery nazveme Lemoinovym
bodem a budeme ho znacit K.

Jesté nez zaCneme s dilezitymi tvrzenimi a ptfiklady, dohodneme se na znaceni.
Symedianu skrz vrchol A nazveme A-symediana. Priseciky symedidn se stranami
BC, CA, AB zna¢ime postupné S,, Sy, S..

voevs

Tvrzeni 2. Symedidna je mnozina stiedii antirovnobézek s protéjsi stranou.

To samé se da fict jesté jinym zptsobem. Protina-li antirovnobézka ke strané BC
piimky AB, AC v bodech B’, ', tak symedidna v trojihelniku ABC' je téZnice
v trojuhelniku AB’C” a naopak téZnice v ABC je symedidna v AB'C".

Z nésledujiciho tvrzeni se da snadno dokazat, ze se symediany protinaji v jednom
bodé.

Tvrzeni 3. Symediana z vrcholu A je mnozina vnitinich bodi X thlu BAC,
pro néz je
d(X,AB) ¢

d(X,AC) b’
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Tvrzeni 4. A-symedidna prochdzi priisecikem tecen ke kruznici opsané v bodech
BacC.

Dalsi vlastnosti symedian

Tvrzeni 5. S, déli stranu BC v poméru

BS, ¢

S,C b

Tvrzeni 6. Mé&me bod X na symedidné a vedme jim antirovnobézky ke strandm
AC, AB. Ty protnou piimky AB, AC v bodech T, U. Pak plati | XT| = |XU|.

Tvrzeni 7. Udélejme tecny ke kruznici opsané v bodech A, B, C. Ty ohranic¢uji
takzvany Gergonnuv trojihelnik E,EE. (E, je prusecik tecen z vrcholi B, C).
Pak Lemoinuv bod trojuhelniku ABC je Gergonniiv bod trojihelniku E,EyE,. (to
je priisecik piimek AD, BE, CF).

Tvrzeni 8. Necht X je bod na kruznici opsané rizny od A, pro ktery plati

| XB| ¢

xXc| " b

Pak AX je A-symedidna. Navic BC, X A, C'B jsou symediany v trojihelnicich BX A,
XBC, BAX.

ObtiZnéjsi tvrzeni

Tvrzeni 9. (Kosinovad kruznice) Bodem K vedeme antirovnobézky se stranami.
Ty na obvodu trojihelnika vytnou Sestici koncyklickych bodi. Stied této kruznice
je K.

Tvrzeni 10. (Lemoinova kruznice) Bodem K vedeme rovnobézky se stranami. Ty
na obvodu trojihelnika vytnou Sestici koncyklickych bodi. Stied kruznice, na niz
lezi, je stied usecky OK.

Tvrzeni 11. Necht M je stied strany BC a X stied A-vysky. Pak na MX lezi
Lemointiv bod.

Tvrzeni 12. (Tuckerovy kruZnice) Strany trojihelnika ,pfistejnolehlime® ke K
s koeficientem mensim neZ jedna. Obrazy na obvodu trojihelnika vytnou Sestici
koncyklickych bodi. Stred kruznice je na tseéce OK.

v vev

Tvrzeni 13. (Lemointv teorém) Lemoiniiv bod je jediny bod, ktery je tézistém
svého pedal triangle, tedy trojuhelniku, jehoz vrcholy jsou projekce K na strany.
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Priklady

Priklad 14. Symedidna leZi vZdy mezi osou thlu a vyskou.

Priklad 15. Necht D, E, F jsou body dotyku kruznice vepsané postupné se stra-

My

helniku ABC' Lemoinovym bodem trojuhelniku DEF.

Piiklad 16. Je dan trojthelnik ABC, v némz |AC| = 2|AB|. Ke kruznici k jemu
opsané sestrojme teény v bodech A a C a jejich prisec¢ik oznaé¢me P. DokaZte, Ze
prusecik pfimky BP a osy strany BC' lezi na kruznici k. (CR TST 2013)

Priklad 17. Nechf ABC je rovnoramenny trojihelnik se zdkladnou BC. Bod P
lezi uvnitf trojihelnika tak, ze |[<CBP| = |[<ACP|. Ozna¢me M stied strany BC.
Ukazte, ze |[<BPM|+ |<CPA| = 180°. (Poland 2000)

Priklad 18. V konvexnim &tyftahelniku ABCD pro stfed M tsecky AC plati
|[<BMC|=|<CMD|=|<BAD|. Dokazte, ze ABCD je t&tivovy.
(Poland 2005)

Priklad 19. Necht M N je piimka rovnobézna s BC, kde M, N lezi na strandch
AB, AC. Primky BN a C'M se protinaji v bodé P. Kruznice opsané trojuhelnikam
BMP a CNP se protinaji ve dvou rtznych bodech P a Q. Dokaite |<BAQ| =
|<CAP|. (Balkan MO 2009)

Priklad 20. Necht ABC je ostrotuhly trojuhelnik. Osa thlu u vrcholu A protne
stranu BC' v bodé D a kruznici opsanou trojihelniku ABC v bodé E (rtizném od
A). Kruznice s prumérem DFE protne podruhé kruznici opsanou v bodé F. Dokazte,
7e AF je symedidna v trojuhelniku ABC. (ARO 2009)

Priklad 21. Trojihelnik ABC je vepsany do kruznice w. Teény k w v bodech B a
C se protinaji v T. Bod S lezi na poloptimce BC tak, ze AS 1 AT. Body By a C;
lezi na polopfimce ST (s Cy mezi By a S) tak, ze |B1T| = |BT| = |C1T|. Dokazte,
Ze trojuhelniky ABC a AB;C} jsou podobné. (USA TST 2007)

Literatura a zdroje

Tento piispévek je beze zmén pievzat od Stépana Simsy, ktery jej vytvofil na sou-
stfedéni v Uhelné Pfibrami (2014) a kterému timto dékuji (a toto pod&kovani je
zkopirované zpod jednoho Vikiho pfispévku).
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Sto véznu a zarovka

MiIcHAL TOPFER

ABSTRAKT. Prispévek se zamysli nad znamym komunika¢nim problémem, kde se
agenti (vézni) pomoci jednoduchého média (zarovky) a lokdlnich zmén systému (pfe-
pnuti zarovky) snazi predat globélni informaci tykajici se jich vSech. Na prvni pohled
je az neuvéritelné, ze lze tlohu vibec vyfesit. Kdyz vézen vidi svitici zarovku, nevi, kdo
ji rozsvitil; pokud se rozhodne zhasnutou zarovku rozsvitit, nevi zase, kdo ji poté uvidi
svitit. Pfesto ukadzeme, Ze pomoci takto jednoduchého komunikac¢niho prostiedku lze
navrhnout protokol k pfenosu mnoha informaci.

Budeme se zabyvat dnes uz docela znamou komunikac¢ni tlohou. Nebyla vzdy
takto popularni a do obecného povédomi se dostala az zacatkem jednadvacatého
stoleti. Ve zacalo v roce 2002, kdy americka technologické spolecnost IBM vypsala
soutéz tykajici se této ulohy. Poté se objevily nové varianty hddanky a védecké
¢lanky, které vedou k pozoruhodnjym aplikacim pfi navrhu komunikac¢nich protokolu.
Predevsim teoreticky se jednd o velmi zajimavy problém a existuje mnoho dosud
nezodpovézenych otazek souvisejicich s timto tématem.

Zadani

Do nejmenované véznice pravé nastoupilo sto novych vézni. Bachaf jim da Sanci
vymanit se z jejich trestu. Pocinaje zitfkem budou véznéni v oddélenych celach
a kazdy den bude vybran jeden vézen k vyslechu. Jedinym zajimavym predmétem
ve vyslechové mistnosti je bézna zarovka, coz je také jediny prostiedek, pomoci kte-
rého spolu mohou vézni komunikovat. Zarovku vidi pouze pravé vyslychany vézeii
a muze ji dle svého uvazeni zhasnout nebo rozsvitit. Kdykoliv mtize kterykoliv vézen
ohlésit: ,,VSech sto véznt jiz bylo alespon jednou vyslechnuto.“ Pokud je to pravda,
budou vs§ichni okamzité propusténi, v opa¢ném piipadé budou vsichni popraveni. Po-
mozte véznum domluvit si spolehlivou strategii, diky které se jim podafi dosahnout
svobody.

Predpoklady

(a) Kazdy vézen bude vyslechnut nekoneénékrat. V nékterych piipadech budeme
potfebovat dokonce, aby kazdy den byl vyslechnut ndhodny vézen.
(b) Zérovka je na zac¢atku zhasnuta.
(c) Kazdy den je vyslechnut pravé jeden vézer.
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Varianty alohy

(1) Vice Zarovek — V mistnosti neni jen jedna zarovka, ale je jich vice (jsou
nezévislé).

(2) Zakeiny bachaf — Je déno pfedem znamé piirozené ¢islo k. Bachaf muze
k-krat béhem celého procesu zménit stav zarovky (rozsvitit nebo zhasnout).

(3) Vsichni musi ohlasit — Vézni budou propusténi jediné tehdy, pokud vSichni
ohlési, Ze jiz vSichni byli vyslechnuti.

(4) Propustény po ohlaSeni — Vsichni vézni museji ohlasit, ale pokud nékdo
ohlési, je okamzité propustén a uz nikdy nebude vyslychan.

(5) Cervené a modré cely — Néktefi vézni jsou ubytovani v ervenych celach,
zatimco ostatni v modrych. Pfi ohlaSeni musi vézen také nahlasit, kolik jeho
kolegti bydli v ¢ervenych a kolik v modrych celach.

(6) A posle zpravu B — Piedem urceny vézeii A musi poslat zpravu (pfirozené
¢islo) vézni B.

(7) Cisla v celach — V kazdé cele je napsano jedno celé ¢islo. Vézei, ktery
ohlasuje, musi nahlésit také vSechna tato cisla.

(8) Vsichni posilaji zpravy vSem — Navrhnéte obecny protokol, pomoci kte-
rého si budou moci navzajem posilat jakékoliv zpravy.

(9) Vsichni museji ohlasit ve stejny den — Vézni mohou ohl4sit, Ze jiz v8ichni
byli vyslechnuti, také ve dny, kdy nejsou vyslychani. Budou propusténi jediné
tehdy, pokud to vsichni ohlasili ve stejny den. Ohlasi-li to nékdo dfive, budou
v8ichni popraveni.

(10) Nahodné &asy — Reste viechny ptedchézejici tilohy bez piedpokladu (c).
Vézni jsou vyslychani v ndhodné ¢asy a nemohou tedy pocitat dny.

Podékovani

Na tomto misté bych rad podékoval Filipu Hlaskovi. Tento pfispévek je upravenou
verzi jeho pfednasky ze soustfedéni v Zasadé na podzim 2014.
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Toky v sitich

PAVEL TUREK

ABSTRAKT. Vysvétlime si, co je mysleno pojmem tok v siti. Dokdzeme zakladni vétu
o maximalnim toku a popiSeme, jak takovy tok najit. Nakonec se podivame na par
olympiadnich a grafovych ptikladi.

Uvod

Pfedstavme si systém orientovanych trubek s danymi kapacitami s pfivodem (na-
zyvanym zdroj) a odtokem (nazyvanym stok) a misty, kde se trubky kiizi. Takovy
systém nazveme siti. Tok pak bude situace, kdy siti pustime vodu ze zdroje do stoku.
Mnozstvi vody vypusténé ze zdroje/vpusténé do stoku se nazyvé velikost toku. Pii-
kladem toku s velikosti 10 v siti je nasledujici obrazek.

4/4

Definice pomoci grafii

Siti nadéle budeme rozumét orientovany graf s (kone¢nou) mnozinou vrcholi V' a
s dvéma riiznymi specidlnimi vrcholy — zdrojem a stokem. Navic pro kazdou hranu
z vrcholu ¢ do j je dana jeji kapacita c¢;; > 0. Tok pak ziskdme tim, Ze ke kazdé
hrané (vedouci z i do j) pfifadime nezdporné ¢&islo z;; < ¢;;.
v pokud i je zdroj,
Zaroven musi platit: Z Tij — Z 25 = —v pokud i je stok,
JeV JeV 0 jinak.
Velikost toku je vysSe zminéné v.
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Maximalni velikost toku

Déle se budeme zabyvat hledanim takového toku, jehoz velikost je maximalni.
Nejdrive by bylo dobré védét, zda viubec takovy tok existuje. Nasledujici, jedno-
duse vypadajici, avSak hife dokazatelné tvrzeni nam na tuto otazku odpovida.

Tvrzeni. Kazd4 sit ma tok maximalni velikosti.

Definice. Rez je mnoZina vrchol@i S obsahujici zdroj a neobsahujici stok. Jeho
velikosti rozumime E Cij-
i€S JEV\S

Rezy by nam mohly k hledéni maximalniho toku pomoci, jelikoz intuitivné veli-
kost toku nemiize presahnout velikost jakéhokoli fezu. Dokonce plati i silnéjsi tvrzeni,
ale k jeho dokézani si jesté definujeme zlepsujici cesty.

Definice. Zlepsujici cesta mezi vrcholy u a v je posloupnost vrchola vy, va, ...,
Up SV = U a v, =vanavic proi € {1,2,...,n — 1} bud ¢,, > 0 nebo
Tosyiv; > 0.

Vit1l xuivi+1
Véta. (Maximélni tok — minimdlni fez) V siti je maximalni velikost toku rovna
minimalni velikosti Fezu.

Fordiv—Fulkersontiv algoritmus

Sice jiz vime, jak ovérit, ze dany tok je maximalni velikosti, ale neumime takovy tok
sami najit. Nastésti prosté zvySovani toku v nékterych pripadech funguje. Pfesnéji,
pokud jsou kapacity raciondlni ¢isla, mizeme pouzit néasledujici algoritmus:
(i) Vezmeme vhodny tok s racionalnimi z;;, tfeba nulovy.
(ii) Pokud neexistuje dalsi zlepsujici cesta ze zdroje do stoku, jsme hotovi.
(iii) Najdeme zlepSujici cestu vy, va, ... , v, ze zdroje do stoku a zvysime priitok
touto cestou o §, kde 6 = miin max{Cuv,, — Tosvises Tvivi )

(iv) Vratime se k (ii).

Tvrzeni. Forduv-Fulkersoniiv algoritmus nalezne v koneéném c¢ase maximalni ve-
likost toku pro sité s racionalnimi kapacitami.

Dusledek. Pro sit' s kapacitami rovnymi celym ¢islim existuje tok s maximélni
velikosti a s celo¢iselnymi x;;.
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Priklady

Priklad 1. Je déna obdélnikova tabulka redlnych ¢isel takova, Ze soucet kazdého
rfadku i sloupce je celociselny. Dokazte, Zze je mozné kazdé ¢islo v tabulce nahradit
jeho dolni nebo horni celou ¢asti tak, aby hodnoty ¢isel ziistaly nezménény.

(IMO Shortlist 1998)

Priklad 2. V tabulce n xn jsou v polickach nezdporné cela ¢isla a v kazdém radku
i sloupci je stejny kladny soucet. Dokazte, ze je mozné postavit n Sachovych vézi na
nenulova policka tak, aby se vzajemné neohrozovaly.

Priklad 3. (Hallova véta) Mame takovy systém mnozin, Ze kdykoli sjednotime
nékolik z nich, bude sjednoceni vzdy obsahovat alespon tolik prvki, kolik mnozin
jsme sjednotili. Dokazte, Ze je mozné v kazdé mnoziné zakrouzkovat jeden prvek tak,
aby zakrouzkované prvky byly navzajem rtzné.

Piiklad 4. Rekneme, 7ze graf je hranové k-souvisly, kdyz je souvisly a ziistane
souvisly i po odebréani libovolnych k — 1 nebo méné hran. Dokazte, Ze graf je hranové
k-souvisly pravé tehdy, kdyz mezi kazdymi dvéma vrcholy vede alespon k hranoveé
disjunktnich cest.

Priklad 5. Ukazte, ze Fordiv—Fulkersoniiv algoritmus nemusi fungovat pro obecné
realné kapacity.
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Navody

1. BUNO jsou v tabulce ¢isla mezi 0 a 1. Postavte sit s celo¢iselnymi kapacitami
tak, aby vyplnéni tabulky byl jeho maximalni tok a vyuzijte skutecnosti, Ze je mozné
najit stejné velky celociselny tok.

2. BUNO souéty jsou 1. Sestavte sit s kapacitami 0 a 1 s maximalnim tokem danjm
tabulkou a uzijte tvrzeni pro tyto sité.

3. Kapacita 1 pritéka do jednotlivych mnozin, z kazdé mnoziny pak do jejich prvka
a z kazdého prvku pak kapacita 1 do stoku.

4. Kazda hrana ma kapacitu 1, pfima aplikace zakladni véty o tocich.

5. (i) Zkuste nejdfive ukdzat, ze vynechame-li ve Fordové-Fulkersonové algoritmu
podminku, Ze z;; maji byt racionalni, tak nemusi fungovat.
(ii) Uvazujte 4 vrcholy + stok + zdroj, kde ze zdroje vedou hrany do vSech 4 a
ze vSech 4 vedou hrany do stoku a jesté dalsi 4 hrany jsou mezi 4 vrcholy.
(iii) Dejte hrandm velké kapacity. Mohlo by se hodit néjak vyuzit vlastnosti
zlatého Tezu v prvnim toku. Neni tfeba feSenim néjaké pekné kvadratické
rovnice?

Literatura a zdroje

[1] Mirek Olsak: Toky v sitich, Staré Mésto, Jaro 2015

[2] Ravindra K. Ahuja, Thomas L. Magnanti, James B. Orlin: Network Flows:
Theory, Algorithms, and Applications, Prentice-Hall, Inc., 1993.

[3] Michael Tehranchi: IB Optimisation,
http://www.statslab.cam.ac.uk/~mike/optimisation/

87



Obsah

Pravdépodobnostni metoda (Filip Bialas) . . .. ... ... ... ... .. 3
Vieta Jumping (Filip Bialas) . . .. ... ... ... ... ... .. 7
Banachtiv—Tarského paradox (Tonda Cesik) . .. ... ... ....... 10
Uvod do nekoneéna (Petr Gebauer) . . . ... ... ............ 15
Matematicka indukce (Veréa Hladikova) . . . . . . ... .. ... .. ... 21
Tétivové ¢tyithelniky (Honza Kadlec) . . . . . ... ... ... ... ... 25
Cyklotomické polynomy (Danil Kozevnikov) . . .. ... ... ...... 28
Uvod do nerovnosti (Danil Kozevnikov) . . . ... ... .......... 33
p-adicka éisla (Jakub Lowit) . . . . . . .. ... oo o000 38
Poloménky (Viki Némedek) . . . . . . ... ... ... oL 50
(Ne)rozhodnutelné problémy (Tomés Novotny) . . . ... ... ... .. 53
Délitelnost (Tomas Novotny) . . . . . . . .. ... ... ... .. 57
Spiralni podobnost (Hedvika RanoSovd) . . . . ... ... ... ...... 61
Polynomy (Lucien Sfma) . . . . . ... ... ... ... ... ... 65
Cévova a Menealova véta (Jachym Solecky) . . . . . . ... ... .. ... 69
IMO dslitelné t¥emi (Rado van Svarc) . . . . .. .. ... ... ...... 74
Symedidny (Rado van Svarc) . . . . . . .. ... ... 79
Sto vézinu a zarovka (Michal Topfer) . . . . ... ... ... ... ... .. 82

Toky v sitich (Pavel Turek) . . . . ... ... ... ... .......... 84



