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Nekonecné mala cisla

Tonpa CESIiK

ABSTRAKT. Ukazeme si tzv. nestandardni model redlnych ¢isel. Ten umoziiuje mluvit
o nekonecné malych a nekonecné velkych ¢islech, pomoci kterych lze definovat pojmy
jako limita a spojitost pfimocareji a intuitivnéji. Standardné se tento model nepouziva,
protoze ackoli je v jistych pohledech intuitivni, mize svadét k nekorektnimu zachéazeni.
Tomuto nestandardnimu modelu se fika hyperredlnd cisla.

Pokud ses jiz setkal(a) nap¥. s definici spojitosti funkce, mozné Té napadla nésle-
dujici myslenka: ,Vzdyt jde vlastné jen o to, Ze kdyZ jsme blizko bodu a, tak funkéni
hodnota je blizko funkéni hodnoté v a. Neni tedy ta definice Pro kazdé e existuje ¢
atd. zbyteéné kostrbata? Neslo by to Fict néjak jednoduseji?“ Odpovéd je, ze Slo, ale
¢lovek si musi davat pozor.

Trocha historie

V dobéach pocatku infinitezimalniho poctu, tedy za dob Newtona a Leibnize, se za-
ujimal vecelku intuitivni pfistup k problematice: Kdyz chci byt hodné blizko, tak
prosté budu nekonecné blizko. Od zacatku vsak tento pfistup vypadal trochu pode-
ziele. Casem si matematici uvédomili, Ze existenci infinitezimdlnich velicin', nemaji
nijak logicky odtvodnénou. Proto se namisto toho zacala rozvijet moderni teorie
vyuzivajici epsilon-delta definice, a na tomto zékladu se matematické analyza stavi
dodnes. Od pouzivani nekoneéné malych ¢isel se tak na dlouhou dobu upustilo a
byly povazovany za nefungujici slepou ulicku. V Sedesatych letech minulého stoleti
si v8ak Abraham Robinson uvédomil, Ze nekoneéné malé ¢isla vskutku lze zavést
rigorézné. Dal tak vzniknout novému oboru pod nazvem Nestandardni analyza.

Jdeme na to

Zakladni myslenkou je, Ze zacneme s ndm znadmym standardnim univerzem U, obsa-
hujicim realna ¢isla R, mnoziny v R, funkce a relace v R. Toto univerzum obohatime
o nekonecné mald a nekonecné velkd ¢isla tim, Ze ho rozs$ifime na univerzum U’
pomoci operace *:U — U’, pFifazujici objektu o € U odpovidajici objekt *a € U’.
Zvétsit ho pochopitelné nechceme néjak libovolné, ale tak, aby se zachovaly jeho

INeboli nekoneéné malych éisel.



NEKONECNE MALA CISLA

puvodni vlastnosti, a tedy platila stejnd tvrzeni. To nam zafidi Princip transferu,
ale abychom ho mohli formulovat, potfebujeme nejprve (pro nase pot¥eby ne tiplné
formdlné) ¥ici, co vlastné myslime tim ,tvrzenim*.

Definice. Formule je konecny syntakticky korektni zapis tvofici logicky celek v tom
smyslu, Ze je mozné uvazovat o jeho pravdivosti. Tedy je mozné jednotlivé formule
spojovat logickymi spojkami. Formule mtize obsahovat:

(1) konstanty (oznacujici objekty z U),
logické operatory (&, V, =, =, ... ),
mnozinové symboly €, P,
proménné (zastupujici objekty v U),
kvantifikdtory, pro nase cely vyluéné ve tvaru (Vz € 7) nebo (Jz € 7), kde
7 je konstanta nebo proménnaé.

NN S N
O W N
O

Sentence je formule, kde jsou vSechny proménné vizany kvantifikitory.

Piiklad. Zapis 1 + 1 neni formule. Napifklad © = 5 ¢ (3z € R)(w - z = 7) jsou
formule, ale ne sentence. Sentence jsou napiiklad 14+ 1 = 2 & (Vz € R)(3y €
R)(z+y=0).

Za sentence muzeme pokladat i véty v bézném jazyce, pokud vime, Ze je lze
prepsat do pozadovaného tvaru. TakZze napiiklad vétu ,Kazda konecnd mnozZina

realnych ¢isel ma minimum.“ lze povazovat za sentenci.

Definice. Pro formuli ¢ definujeme formuli *¢ tak, Ze v ni kazdou konstantu «
nahradime *a. Vse ostatni zistava.

Axiom. (Princip transferu) Sentence ¢ plati v U, prévé kdyz sentence *¢ plati
vU'.

Priklad. Pouzijeme-li Princip transferu na dvé sentence platné v U, dostaneme
tak sentence platné v U’

p: VzeR)(VyeR)(z+y=y+zx),
Transfer — *p:  (Vz € "R)(Vy € *R)(z "+ y =y "+ z).

¢ (VzeR)(z#0= (Fy eR)(z-y=1)),
Transfer — *1: (Vo € "R)(z # "0 = (y € "R)(z -y = *1)).

Timto axiomem jsme zaf{dili, Ze rozsifeni U’ neporusi vlastnosti U. Jak je vidét
v prikladu, hvézdickovani vS§eho muze vypadat trochu krkolomné, a tak pfijmeme
amluvu, Ze hvézdicku budeme vynechavat u konstant z R, funkci a relaci na R. Tedy
napfiklad budeme psat 1 misto *1, sin misto * sin, < misto * <, ale hvézdicku u *R
pochopitelné psat budeme. V tomto smyslu tedy mtzeme uvazovat R C *R.

Zatim jsme ale viibec nezarudili, Ze ndm operace * néco ptrida. To zafidime druhjym
axiomem, diky kterému ndm * kazdou nekonec¢nou mnozinu zvétsi.

Axiom. (Princip rozepnuti) Pro kaZdou nekoneénou mnozinu A vU plati A C *A.
4
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Mnozinu *R budeme nazyvat mnozinou hyperrealnych c¢isel, mnozina *N je mno-
Zina hyperprirozenych cisel.

Dusledek. Existuji nekone¢né mala a nekonecné velka hyperrealna disla.

Definice. Cislo 2 € *R se nazve
(1) nekonecné malé, pokud pro kazdé standardni kladné redlné € (tj. ¢ € R4)
plati |z| < e,
(2) omezené, pokud existuje C' € R, takové, ze |z| < C,
(3) nekonecné velké, pokud |z| > C pro kazdé C € R..
Rekneme, Ze z je nekonecné blizko k y, pokud z — y je nekonecné malé. Zapisujeme
TR y.
Tvrzeni. (vlastnosti =) Pro hyperredlnd ¢isla a,b,c,d € *R plati:

(1) ambd & brc=axc,
(2) amc & brd=a+brc+d,
(3) a=0 & b je omezené = a-b=0.

Trocha nestandardni analyzy

Definice. Pro omezené hypercislo x € *R definujeme standardni cdst stz = x,
kde zp € R je to jediné (standardni) redlné ¢islo spliiujici  ~ x¢. (Takové &islo
existuje, protoze realnd cisla jsou dplnd.)

Definice. Rekneme, 7e posloupnost relanych ¢isel (a,,)2° ; ma limitu a € R, pokud
pro vSechny nekonecné velké indexy N plati ay = a.

Definice. Rikéme, 7e funkce f:R — R je spojitd, pokud pro libovolné z € R a
y € *R takové, ze y =~ z, plati i f(y) = f(z).

Definice. Rikame, Ze funkce f:R — R je stejnomérné spojitd, pokud pro libovol-
nou dvojici redlnych hypercisel z,y € *R plati z = y = f(z) =~ f(y).

Uloha. (Bolzanova véta) Spojita funkce f nékde nabyva zéporné hodnoty, nékde
jinde kladné. Dokazte, ze pak nékde nabyva nuly.

Uloha. (Weierstrassova véta) Dokazte, Ze spojita funkce na uzavieném intervalu
nabyva maximalni hodnoty.

Uloha. Jsou dany dvé funkce f, g: R? — R spliiujici pro libovolné realné z z inter-
valu (0,1)
f(z,0) <0, g¢(0,z) <0, f(z,1)>0, g(1,2)>0.

Dokazte, ze pak existuji redlné ¢isla x, y takova, Ze f(z,y) = g(x,y) = 0.
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Konstrukce hyperredlnych cisel

Doposud jsme zaujimali axiomaticky pristup — tedy zavedli jsme si dva axiomy,
které maji hyperrealna ¢isla spliiovat. Je ale mozné k tomu pristoupit i konstrukéné
a hyperrealna ¢isla si ,,vyrobit“ z realnych. Myslenka je nasledujici: Nekonecné malé
nenulové ¢islo budeme reprezentovat posloupnosti nenulovych redlnych ¢isel blizicich
se k nule.

Tedy hyperrealné ¢éislo a pro nas bude posloupnost (a;)$2,, kde a; € R. Operace
budeme definovat po slozkach, tedy

a—i—bz(al,ag,ag,...)—i-(b17b2,b3,...):(a1+b17a2+b2,a3+b3,...)

a podobné pro nasobeni. Redlna ¢isla ztotoznime s konstantnimi posloupnostmi,
tedy = € R ztotoznime s posloupnosti (z,x,, ... ).

Aby tato mySlenka fungovala, je potfeba se jesté zbavit technického tskali, kvuli
kterému se posloupnosti nechovaji jako relna ¢isla (neni splnén princip transferu).
Naptiklad, v redlnych ¢islech plati: pro x # 0, y # 0 je z -y # 0. To pro nase
posloupnosti neplati, protoze

(1,0,1,0,...)-(0,1,0,1,...) = (0,0,0,0,...).

Také neni viibec jasné, jak posloupnosti porovnavat, tedy jak rozhodnout, ktera
z dvou posloupnosti je vétsi. Problém vyfesime tak, Ze nas budou zajimat prvky jen
na nékterych pozicich. Presnéji fe¢eno, budou nés zajimat prvky na velké mnoziné
indext. Proto vSechny mnoziny pfirozenych cisel rozdélime na malé a velké tak, aby
platilo nasledujici.
(1) Kazda jednoprvkovd mnoZina {n} je mald, prazdnd mnozina je mala.
(2) Pokud A, B C N jsou obé velké, pak AN B je velka.
(3) Pokud A C N je velkd a A C B C N, pak B je velka.
(4) Pro kazdou A C N je jedna z dvou mnozin A, N\ A velkd (a tedy ta drubd
je mald).

Fakt. (existence netrividlniho ultrafiltru na N) Podmnoziny N takto rozdélit Ize.

Nyni tedy dvé hyperdisla a = (a;)2,, b = (b;)2; prohlasime za totoznd, pokud
{i € N:a; = b;} je velkd mnozina. Tim se vyfesi nas problém s ndsobenim, protoze
pokud a - b je 0, pak nutné a nebo b ma nuly na velké mnoziné indexti.

Daéle nam to umozni kazda dvé hypercisla porovnat. Mame totiz rozklad N na tfi
disjunktni mnoziny

{iEN:ai<bi}, {iEN:ai:bi}, {iEN:ai>bi},

z nichz je (diky vlastnostem velkych mnozin) pravé jedna velkd. Podle toho, kterd
je velka, rozhodneme, jestli a < b, a = b, nebo a > b.

Ve skutecnosti jsme touto konstrukci zaridili, ze oba pozadované axiomy jsou
splnény, a opravdu jsme tak zkonstruovali hyperrealna cisla.
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Prehybani

TonpA CESIK

P1i této prednasce budes mit za kol sestrojit vSechno mozné jen pomoci ohybani
papiru, podobné jako pri origami. OvSem protoZe je prednaska matematickd a ne
umeéleckd, radéji se dohodneme, jaké ohybani bude dovolené. Urcime si Sest axiomt
prehybaci geometrie, tedy Sest akci, které muzeme provadét.

(A1)

(A2)

(A3)
(A4)

(A5)

(A6)

Mame-li ddny na papife body A a B, umime udélat prehyb, ktery jimi pro-
chézi (papir pfehneme v pfimce prochazejici obéma body).

Méme-li ddny body A a B, umime udélat pfehyb, aby bod A lezel na bodu
B (body dame prosté na sebe a pfehneme, vytvofime tak vlastné osu tsecky
AB).

Mame-li dany dvé pfimky p a ¢, umime udélat prehyb takovy, ze p bude lezet
na q.

Méme-li ddn bod A a pfimku p, umime udélat pfehyb kolmy na p prochéazejici
A.

Méame-li ddny body A a B a pfimku p, umime udélat piehyb prochézejici B
takovy, ze A bude lezet na p (to uz vyzaduje jistou davku Sikovnosti, pfesto
to proveditelné je).

Mame-li ddny body A, B a pfimky p, ¢, umime udélat piehyb takovy, ze A
bude lezet na p a B na q.

Pro nazornost jesté axiomy v obrazcich:

s A I
\
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Priklad 1. Na strandch obdélnikového papiru ABCD forméatu A4 jsou nakres-

lené body E, F, G, H, I, J jako na obrazku. Poskladejte stfed kruznice vepsané
trojuhelniku uréenému pfimkami EJ, FG a HI.

D H G C

e
AN

A E F B

Priklad 2. Obarvéme jednu stranu papiru bile a druhou ¢erné. Poskladani papiru
nazveme vyvdZené, pokud pro kazdy bod pfi pohledu shora vidime (i skrz) stejné
bilych i ¢ernych stran (p¥iklad: pfehneme-li obdélnik naptl, mame vyvazené poskla-
déni, pfehneme-li ho na tfetiny, pak nikoliv).

Ukazte, ze mame-li obdélnik takovy, ze pomér délek jeho stran je raciondlni ¢islo,

potom z tohoto obdélniku je mozné poskladat ¢tverec tak, ze toto poskladani bude
vyvazené.
Priklad 3. Necht vgy > 2v,. Dokazte, Ze existuje nekonvexni ¢tyrtuhelnik ABC D
takovy, ze thel u vrcholu B je vétsi nez 180°, vyska trojuhelniku ABC' z vrcholu
B je rovna vy, vyska trojuhelniku ADC' z vrcholu D je rovna vy a ze ¢tyfuhelniku
ABCD lze poskladat ¢tyfstén (pozor, at neposkladate ,placku“).

Priklad 4. Poskladejte rovnostranny trojuhelnik, méte-li ddny dva jeho vrcholy.
Je-li vice moznosti, staci ndm jedna z nich.

Priklad 5. Je dan obdélnikovy list papiru, obdélnik tvofici papir ozna¢me R.
Napiehybejte pouze pomoci axiomu (A2) vrcholy obdélniku O takového, ze O
je podobny R a delsi strana O m4 stejnou délku jako kratsi strana R.

Piiklad 6. Je dan ¢tvercovy list papiru s vrcholy ¢tverce A, B, C, D (v tomto
poradi). Na strané AB je ddn bod X;. Napfehybejte vSechny body X5 na strané BC
takové, aby X; = X5 pri nasledujicim postupu sklddani: Bod X3 je bod na strané
CD takovy, ze kdyZ pielozime papir podél usecek X1 X5 a X5 X3, potom (pielozené)
pfimky BX; a CXjy splyvaji (bod X4 na strané DA a bod X5 na AB ziskdme
podobné).

Piiklad 7. Méjme na papife tii body, které tvori trojuhelnik. Poskladdejte Ctverec
o stejném obsahu, jako ma trojihelnik.

Priklad 8. Rozdélte zadany thel na tietiny.
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Velké prostory

ANICKA DOLEZALOVA

ABSTRAKT. Budeme si hrat s vektorovymi prostory, které maji nekonec¢nou dimenzi.
Cilem je si je trochu osahat a ziskat zakladni intuici. K tomu nadm poslouzi hlavné
prostory posloupnosti.

Prerekvizity

Pokud byste radi prisli na pfednasku, ale nemate potfebné znalosti z vektorovych a
metrickych prostorti, odchytfte si mé v pribéhu sousu a probereme to. Porozuméni
pojmém zde uvedenym je nezbytné! pro pochopeni piednisky.

Umluva. Pigeme-li ,||z|| méa vlastnost ||z| > 0, mame tim na mysli, Ze tato
nerovnost plati pro vSechna x z pfislusné mnoziny X.

Definice. Vektorovym prostorem nad télesem T (zkrécené v. p. nad T) nazveme
neprazdnou mnozinu V spolu s operacemi +: V xV -V a-: T xV — V, pokud
spliiuje nésledujici axiomy (kde z,y,--- € V, A\, 9 € T):

) z+y=y+z, (+y+z=2+y+2),
(2) existuje z¢ takové, Ze xg + = = = (typicky znacime 0),
(3) pro kazdé x existuje opaény prvek y: x + y = 0 (znaéime —zx),
(4) A-(0-2)=(N)) -2, 1z =u,

B) A +0)-z=X-z+d -z, \-(z+y)=A-x+ Xy
Znak pro nasobeni Casto vynechavame. V pfednasce budeme uvazovat pouze v. p.
nad R.

Linedrnim obalem vektori z mnoziny M rozumime mnozinu vSech (kone¢nych!)
linedrnich kombinaci téchto prvkd, tj. {d°1 ; N\iz;, \; € T,x; € M}. Mnozinu vek-
tortl nazveme linedrné nezavislou, pokud se zadny z nich neda vyjadrit jako linearni
kombinace ostatnich.

Priklad. R"™, kde n je pfirozené ¢islo. Operace se provadéji po slozkich, na nich

se chovaji jako standardni soucet a sou¢in. Nulovy vektor je vektor (0,...,0).

L Ale nikoliv postacujici.
11
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Priklad. Prostor vSech matic 2 x 2 nad R. Séitani i nésobeni se provadéji po
slozkach. Nulovy vektor je nulovd matice (vSechny slozky jsou nula).

Priklad. Prostor vSech funkci R — R s operacemi provadénymi bodové.
Definice. Dvojici (X, || - ||) nazveme normovany vektorovy prostor, pokud X je
vektorovy prostor a zobrazeni || - || : X — R spliiuje

(1) [zl =0, lz]| =0 <= =z =0,

(2) [[Az]l = A~ flz]l (A € R),

@) Mz +yll < llzll + llyll-

Zobrazeni || - || nazveme norma.

Piiklad. X =R s ||z|| = |z| je normovany v. p.

Piiklad. Pro pfirozené ¢islo n uvazujme X = R” (tj. € X je tvaru (z1,...,%,),
kde z; € R) s [lz]ly = |21| + ... [anl, [2ll2 = V/]z1? + - + |2a]? nebo 2] =
max{|z1],...,|zn|}. V kazdém z téchto piipadi se jednd o normovany v. p. Tyto

prostory pro nas budou dileZité, nebot z nich budeme v pifednasce vychéazet. P¥i-
slusné normy se nazyvaji postupné souctovd, eukleidovskd a supremovd.

Piiklad. Prostor vSech spojitych funkci [0, 1] — R se supremovou normou defino-
vanou jako || f] = m[ax] | f(z)| tvofi normovany v. p.
ze€|0,1

Poznamka. Spojita funkce na uzavieném intervalu nabyva maxima, norma je tedy
dobte definovana.

Definice. Méjme dva normované v. p. X, Y (nad R). Zobrazeni L : X — Y
nazveme linedrni, pokud spliuje

(1) L(z+ %) = L(x) + L(2),

(2) L(Az) = AL(x).

Priklad. Vynésobeni konstantou je linedrni zobrazeni. Pfi¢teni nenulové konstanty
ne.

Definice. Dvojici (X, p) nazveme metricky prostor, pokud X je neprazdnd mno-
Zina a p je zobrazeni X x X — R splnujici

(1) plz,y) 20, p(z,y) =0 <= z =y,

(2) p(z,y) = p(y, z),

(3) p(z,2) < p(z,y) + £y, 2)-
Zobrazeni p se nazyva metrika. Okolim bodu xo € X o poloméru € nazveme mnozinu
U(xo,e) = {x € X : p(xo,z) < £}. Mnozinu nazveme otevienou, pokud pro kazdy
jejil bod lezi v mnoziné i néjaké jeho okoli.
Piiklad. Kazdy normovany v. p., kde za p(z,y) vezmeme |z — y||. Této metrice
fikdme metrika indukovana normou. Napiiklad tedy R se vzdalenosti |« — y].

Déle se ndm bude hodit (alespoi) intuitivni pfedstava limity posloupnosti v me-
trickém prostoru. Pro tplnost tedy uvedme jeji formélni definici:
12
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Definice. Mgjme v metrickém prostoru (X, p) posloupnost jeho prvki (z,,)5°. Rek-
neme, Ze tato posloupnost konverguje k bodu x € X (bod x je jeji limitou), pokud pro
kazdé e > 0 existuje index ng takovy, Ze vSechny prvky posloupnosti (z,, )5 uz lezi
v U(x,€). Rekneme, Ze posloupnost je cauchyovskd, pokud pro kazdé ¢ > 0 existuje

index ng takovy, Zze pro vSechny indexy m,n vétsi nez ng uz plati p(x,,, x,) < €.

Tvrzeni. Kazda konvergentni posloupnost je cauchyovska. Opac¢na implikace ne-
plati.

Duikaz. Néznak:

Pokud uz jsou vSechny éleny (z,)
plati p(zm,xn) < 2e.

Naopak budeme-li uvazovat jako metricky prostor Q s absolutni hodnotou, pak
(z hustoty raciondlnich ¢isel v realnych) umime najit cauchyovskou posloupnost,
kterd nema limitu (v Q).

[e’s}
no

v U(x,¢€), pak pro ¢leny této posloupnosti

Prednaska!

Definice. Méjme normovany v. p., na kterém uvazujeme metriku indukovanou
normou. Pokud plati, Ze kazdd cauchyovskd posloupnost je konvergentni (tedy mé
v daném prostoru limitu), nazveme tento prostor Banachiiv.

Poznamka. Obecné metricky prostor, ve kterém plati, ze kazda cauchyovska po-
sloupnost je konvergentni, nazveme uplny. Budeme brat jako fakt, Ze realna ¢isla s
absolutni hodnotou jsou Banachtiv prostor.

Priklad. Prostor R" s libovolnou z vySe uvedenych t¥i norem je Banachuv.

Piiklad. Prostor R™ s libovolnou p-normou je Banachtv, kde
|zllp = (217 + - + 2a[?) /7, p € [1, 00).

(Pro p = oo se jedna o supremovou normu.)

Piiklad. Prostor vSech spojitych funkci [0,1] — R se supremovou normou je Ba-
nachtv.

Poznamka. Pojem ,supremové norma“ se zda byt naduzivany, v jistém smyslu
se ale jedna o stéle tutéz normu — vezme se (v absolutni hodnoté) nejvétsi hodnota
z néjaké mnoziny. V ptripadé konec¢ného vektoru je to jeho nejvetsi slozka, v pripadé
funkce nejvétsi funkéni hodnota.

Definice. Ozna¢me X = RY (tedy prostor nekone¢nych — spoéetnych — posloup-
nosti se slozkami z R). Jedn4 se o vektorovy prostor. Pro p € [1, 00) definujeme

1/p
» = xGX:||x||p:<Z|xn|p> < oo

neN
13
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Podobné definujeme prostor omezenych posloupnosti

0 ={x € X :||z|loc =sup|z,| < oo}
neN

a prostor posloupnosti konvergujicich k nule
co ={z € X : (x,)7° konverguje k 0}

se supremovou normou (tj. toutéz jako v £°°).
Posloupnosti, které maji n-tou slozku rovnou jedné a vsSechny ostatni nulové,
znacime e,,.

Poznamka. Vsechny tyto prostory jsou Banachovy.

Uloha 1. Zkuste si predstavit cg a ¢7. :)

Uloha 2. Jak se intuitivné ligf co, £7 (p € [1,00)) a £°?

Uloha 3. Jak vypada U(0,¢) v co, £%, €2, 17

Uloha 4. Najdéte co nejvétsi mnozinu linearné nezavislych vektort v £P.
Uloha 5. Jak vypada linearni obal mnoziny {e,,,n € N} v téchto prostorech?
Uloha 6. Dokaite, 7e ¢! je separabilni? (obecné to plati pro p € [1,00)).
Uloha 7. Najdéte néjaké linearni zobrazeni (7 — (P, (P — (1, /1 — R.

Véta. (Riesz, neformalné) Necht p € (1,00). Kazdé linedrni zobrazeni f» — R se
da jednoznacné ztotoznit s prvkem ¢4, kde % + % = 1. Toto ztotoznéni je prosté a
na.

Poznamka. Obecné mnozina vSech linedrnich zobrazeni z jednoho Banachova pro-
storu do druhého tvori také Banachiiv prostor. Prostoru linearnich zobrazeni z Ba-
nachova prostoru X do R se fika dudlni prostor a znaci se X*. Pfislusnd norma je
odvozend z norem obou prostori.

Uloha 8. Najdéte linearni zobrazeni /! — R, které neni dobfe definované jako
2 - R

Definice. Na prostoru ¢? definujeme skalarni soucin jako

<$7y> = Z TnYn-

neN

Kolmost a ortogonalni doplnék definujeme analogicky jako v koneéném piipadé
(napt. u R?), tedy dva prvky jsou na sebe kolmé, pokud je jejich skaldrni soucin
nula, ortogonalni doplnék mnoziny M jsou vSechny prvky, které jsou kolmé na kazdy
prvek M.

2Tj. najdéte spodetnou hustou podmnozinu.
14
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Uloha 9. Jak vypada ortogonalni doplnék posloupnosti e;?
Uloha 10. Najdéte dva rtizné podprostory £2, jejichZ ortogonalni doplnék je stejny.

Dalsi sméry, kterymi se miizeme ubirat, jsou Banachovy algebry (miiZzeme ,naso-
bit“ vektory mezi sebou!), duély a slabé topologie (pro silnéjsi nétury, které znaji
alespoil zdklady topologie) nebo svét LP prostortu (kde ziji Lebesgueovsky integro-
vatelné funkce).

Literatura a zdroje

[1] O. Kalenda: Uvod do funkciondlni analyzy, Funkciondlni analyza 1, MFF.
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IMO 1 (mod 3)

Davib HRUSKA

ABSTRAKT. Ptispévek obsahuje zadani nejjednodusich tloh z IMO (mezindrodni ma-
tematické olympiady) a navody k jejich Feseni.

V obou soutéznich dnech jsou t¢astnikiim IMO predlozeny k feSeni tii alohy, které
by mély byt sefazené vzestupné podle obtiznosti. I kdyz jsou vSechny nepochybné
na urovni, vyfeSeni nejjednodussich dvou z nich (tedy prvni a ¢tvrté) Gasto stoji
na jednom dobrém napadu a zékladnich znalostech!, a p¥itom jiz vétsinou zajistuje
dostatecné vysoké umisténi na bronzovou medaili.

Cilem této prednasky je se tyto ulohy ,naucit resit“. Nedélame si samoziejmeé
ambice na nalezeni néjakého obecného navodu, ale pokusime se zvyknout si na jejich
styl, obtiznost a dalsi zdkonitosti. Hlavné se jich ale naucime nebat tak, ze jich béhem
prednasky co nejvic vyfesime, nebo se alespon nechame k fesSeni dovést.

Uloha 1. Trojahelnik BCF mé pravy tihel u vrcholu B. Necht A je bod na pifimce
CF takovy, ze |FA| = |F'B|, a bod F lezi mezi body A a C. Necht D je bod takovy,
7e |DA| = |DC| a pifimka AC' je osou thlu DAB. Déle necht E je takovy bod, Ze
|[EA| = |[ED| a piimka AD je osou thlu FAC, a necht bod M je stiedem tsecky
CF. Koneéné necht je X bod takovy, ze AM X E je rovnobéznik. Dokazte, ze pfimky
BD, FX a MFE se protinaji v jednom bodé. (IMO 2016 — 1)

Uloha 2. Mnozinu kladnych celych ¢isel nazveme voriavou, jestlize obsahuje ale-
spoil dva prvky a libovolny jeji prvek ma néjakého (i vice) spoleéného prvociselného
délitele s alesponi jednim jingm jejim prvkem. Uvazme polynom P(n) = n? +n + 1.
Urcete nejmensi celé kladné b, pro které existuje celé nezadporné a tak, Ze mnoznina

P(a+1),P(a+2),...,P(a+1b)
je vonava. (IMO 2016 — 4)

Uloha 3. Kone¢nou mnozinu S bodti v roviné nazveme vyvdzZenou, jestlize pro
libovolné dva rtizné body A a B z S existuje v S takovy bod C, ze |AC| = |BC.

I1Které clovek ziska tfeba roénim poctivym fesenim néjakého dobrého m/Matematického kore-
spondené¢niho seminéie.
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Mnozinu S nazveme stieduprostou, jestlize pro zadné tii riuzné body A, Ba C z S
neexistuje v § bod P takovy, ze |PA| = |PB| = |PC).
(i) Dokazte, ze pro kazdé pfirozené ¢islo n > 3 existuje vyvazend mnozina ob-
sahujici pravé n bodu.
(ii) Urcete vSechna pfirozend ¢isla n > 3, pro néz existuje vyvazend stfeduprosta
mnozina obsahujici pravé n bodu.

(IMO 2015 — 1)

Uloha 4. Trojuhelniku ABC je opsana kruznice § se stiedem O. P¥itom kruznice
T" se sttedem A protne tsecku BC' v bodech D a F takovych, ze body B, D, E a C
jsou rizné a lezi na primce BC' v tomto poradi. Kruznice I' a €2 se protinaji v bodech
F a G, pficemz body A, F, B, C a G lezi na kruZnici v tomto potradi. Ozna¢me K
dalsi prisec¢ik kruznice opsané trojuhelniku BDF s tseckou AB a L dalsi prisecéik
kruZnice opsané trojuhelniku CGFE s tseckou C'A. Predpokladejme déle, ze pfimky
FK a GL jsou ruzné a protinaji se v bodé X. Dokazte, ze bod X lezi na piimce
AO. (IMO 2015 — 4)

Uloha 5. Je dana rostouci posloupnost piirozenych éisel ag < a; < ap ... Dokazte,
Ze existuje pravé jedno n > 1 spliujici
< ag+ar+ag+---+an

a < Apai-
n n n-+

(IMO 2014 — 1)

Uloha 6. Na strané BC daného ostrotihlého trojuhelniku ABC' lez body P a
Q tak, ze |[<PAB| = |<BCA| a |[<CAQ| = |[<ABC|. Body M a N lezi po fadé na
pfimkéach AP a AQ), pfi¢emZ bod P je stfedem tsecky AM a bod @ je stfedem tsecky
AN. Dokazte, ze piimky BM a C'N se protinaji na kruznici opsané trojihelniku
ABC. (IMO 2014 — 4)

Uloha 7. Dokazte, Ze pro libovolnou dvojici kladngch celjch éisel k a n existuje k
kladngch celych ¢isel my, ma, ..., my (ne nutné riznych) takovych, ze

2k _ 1 1 1
1+ =(1+—)---(14+—].
n mi mg

Uloha 8. Bud ABC ostrouhly trojihelnik s prisecikem vysek H a nechf W je

bod na strané BC (W # B, W # C). Ozna¢me M, resp. N patu vysky z bodu B,

resp. z bodu C. Oznacme déle w; kruznici opsanou trojihelniku BW N a necht X

je bod na této kruznici takovy, ze tisecka W X je primérem kruznice w;. Analogicky

definujeme kruznici wy opsanou trojuhelniku CW M a bod Y na ni, aby WY byl

pramér wy. Dokazte, Ze body X, Y a H lezi na pfimce. (IMO 2013 — 4)
17
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Uloha 9. Je déan trojahelnik ABC. Necht J je st¥ed kruznice piipsané ke strané
BC' a necht M je bod jejiho dotyku s touto stranou. Dale necht K a L znaci po
fadé body dotyku této kruznice s ptimkami AB a AC. Pruseéik pfimek LM a BJ
ozna¢me F' a prusecik pfimek KM a CJ pak G. Déle necht S je priisecik piimek AF
a BC a koneéné necht T je prusecik pfimek AG a BC. Dokazte, ze M je stfedem
usecky ST. (IMO 2012 - 1)

Uloha 10. Najdéte vSechny funkce f : Z — Z, pro které plati rovnost

F@)® + £(5)* + f(e)* = 2f(a) f(b) +2f(b) f(c) + 2 () f(a)
pro libovolna celé a, b, ¢ spliiujici a + b+ ¢ = 0. (IMO 2012 — 4)

Uloha 11. Pro libovolnou mnozinu A = {ay,as,as,as} étyt (po dvou riiznych)
prirozenych ¢isel oznacme s, soudet a; + as + a3 + a4. Déle necht ny znaci pocet
dvojic (¢,7), kde 1 < i < j <4 aa;+a; déli s4. Uréete vechny étyfprvkové mnoziny
A pfirozenych ¢isel, pro které je hodnota n 4 nejvétsi mozna. (IMO 2011 - 1)

Uloha 12. Necht n je celé kladné ¢islo. Mame dany rovnoramenné vahy a n + 1
zévazi o hmotnostech 20,2, ...,2". V n krocich mame na vahy postupné po jednom
umistit vSechna zavazi. Kazdy z krokt spociva ve vybéru jednoho ze zavazi, které
jesté neni na vahach, a jeho umisténi bud na levou, nebo na pravou misku vah tak,

aby obsah pravé misky nebyl nikdy tézsi nez obsah levé. Kolik rtiznych posloupnosti
takovychto n kroku existuje? (IMO 2011 - 4)

Uloha 13. Uréete viechny funkce f : R — R spliujici f(|z]y) = f(z) [ f(y)] pro
libovolnd redlna z, y. (IMO 2010 - 1)

Uloha 14. Necht bod P lezi uvnitt trojihelniku ABC. P¥imky AP, BP a CP
protinaji kruznici I opsanou trojihelniku ABC po fadé v bodech K, L a M (rtznych
od A, B, C). Te¢na ke kruznici I v bodé C protind pfimku AB v bodé S. Dokazte,
ze pokud maji tsecky SC a SP stejnou délku, pak jsou stejné dlouhé i tsecky MK
a ML. (IMO 2010 — 4)

Co jsme se o nejleh¢ich tlohach z IMO tedy dozvédéli? Autora napada napiiklad
toto:
(i) Jedna z tloh 1 (mod 3) byva geometrie fesitelnd thlenim (p¥ipadné moc-

nosti, coz je ale skoro to samé), které ale mize byt trochu zaludné,

(ii) pokud se na téchto pozicich objevi funkciondlni rovnice, mélo by stacil pie-
myslet a dosazovat,

(iii) je-li v zadani pfirozené ¢islo, je dobré zvazit indukei,

(iv) pokud se na téchto pozicich objevi néjaka teorie ¢isel, méli bychom si vystacit
s délitelnosti a odhodlanim to dopocitat.
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A nakonec rada pusobici v tomto kontextu mozné zvlastné, rada obecné platné
pro matematické (a podobné) soutéze: at uz se zadavatelé snazi sefadit ilohy podle
obtiznosti jakkoliv, nikdy se toto poradi nemusi presné shodovat s vasimi zkuse-
nostmi a schopnostmi, takze se nikdy nesnazte vyresit prvni tlohu za kazdou cenu,
pokud jste ostatnim vénovali zatim jen minimum casu.

Navody

1. Lépe popiste divné definované body D, E a X. Podivejte se misto pfimek jen
na usecky BD, FX a M FE a zjistéte, co o nich plati. Jak se d4 dokazat, ze tii pfimky
prochézi jednim bodem?

2. Jaka prvocisla mohou ,soudélit“ dana ¢isla? Pouzijte Eukliduv algoritmus. Na-
jdéte nejmensi b, pro které jdou délitelnosti vi¢i zminénym prvocislim nakombino-
vat? Jaké tvrzeni umoznuje predepisovat zbytky?

3. Konstrukee v i) i v ii) je snadnd. Pro zbytek ii) vyrobte Gplny graf na S a kazdou
hranu obarvéte barvou odpovidajici ,stfedu” jejich krajnich vrcholt. Co musi pro
toto obarveni platit?

4. Vythlete, ze XFG je rovnoramenny.

5. Prostiedni ¢len je primér a néco mélo navic. Zkuste v nerovnostech toto néco
malo osamostatnit a uvazte posloupnost b,, := (a, —a1)+ (ap —az)+- -+ (an —an).

6. Dokreslete sttedy AB a AC a téZnicemi vyrobte podobné trojihelniky.
7. Indukce podle k s rozebranim podle parity n.

8. Dokreslete druhy prusecik P (existuje?) kruznic wy a wo a dokazte, ze A lezi na
jejich chordale PW. Déle dokreslete kruznici nad pramérem AH.

9. Dokazte, ze ¢tyftahelnik AFJL je tétivovy.

10. Vypocitejte f(0), zvolte f(1) a indukei dopoéitejte vSechny zbylé hodnoty.
11. Ukazte, ze musi byt na < 4 a najdéte feseni.

12. Hodil by se rekurentni vztah. Pouzijte vztahu 2% > 142 4 ... 4 2F~1,

13. Staci dosazovat.

14. 7 mocnosti je SP teéna opsané ABP. Z toho pomoci tisekovych thli mame
KL | SP. Dokreslete stfed O kruznice I a z OC L CS vyvodte SP 1. OM.

Literatura a zdroje

[1] Oficidlni stranky IMO, https://www.imo-official.org/problems.aspx
[2] web Art of Problem Solving, https://artofproblemsolving.com
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Rady a mocniny

DAviD HRUSKA

ABSTRAKT. Olympiadni teorie ¢isel se Casto zabyva tlohami o zbytcich a mocni-
nach. K této oblasti existuje pomérné bohata teorie, ktera nam jednak dava dobrou
predstavu, jak zbytky funguji, a jednak se hodi v matematickych soutézich. Pfispé-
vek obsahuje shrnuti jejich pfistupnéjsich partii a pfes dvacet rizné obtiznych tloh k
procviceni.

V ramci tloh z teorie ¢isel mizeme ¢asto misto s danymi ¢isly pracovat jen s jejich
zbytky po déleni vhodnym n (¥ikd se také ,modulo n“). Podivdme se podrobné na
to, co se déje se zbytky modulo pevné n, kdyz je nasobime a mocnime.

Zbytky, zejména ty nesoudélné s n

Definice. Uplnou sadou zbytki myslime mnozinu {0, 1, 2, ..., n — 1} zbytki mo-
dulo n. Znacime ji Z,,. Kdyz v ni s¢itdme nebo nasobime, tak myslime automaticky
s¢itani a nasobeni modulo n. Redukovand sada zbytku je podmnozina Z, obsahu-
jici v8echna ¢isla nesoudélna s n. Znaéime ji Z; a mé ¢(n) prvki, kde ¢ nazyvame
Eulerova funkce.

Véta. Pokud n = pi"'ps?...pp*, kde p; jsou po dvou riiznd prvocisla, pak plati
1 1 1
o (1) (- 1) (- 1),
P1 P2 Pk

Kvadratické zbytky

Definice. Cislo a € Z? je kvadraticky zbytek, pokud 2 = a (mod n) pro n&jaké
T € Zy. Pokud takové x neexistuje, iikame, ze a je kvadraticky nezbytek.

, . . vz . . , o —1
Tvrzeni. Pro liché prvocislo p je kvadratickych zbytkii 25=.

Definice. Necht p je liché prvocislo a a € Z, pak definujeme Legendretiv symbol
20
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( % ) nasledovné:

prop | a
(a) =<q1 pokud a je kvadratickym zbytkem a p{a

b —1 pokud a neni kvadratickym zbytkem

Uloha 1. Dokaz, Ze liché ¢islo, které se da zapsat jako soucet dvou ¢tverci, je
nutné ve tvaru 4k + 1.

Uloha 2. Doka#, Ze pokud 7 | a® + b2, pak 7 | a a 7 | b. Dokaz, Ze obdobné tvrzeni
pro pétku neplati.

Uloha 3. Bétka si mysli tiisetciferné &islo, které se sklada ze sta nul, sta jedicek a
sta dvojek, pricemz prvni cifra neni nula. Miaze byt Bétc¢ino ¢islo ¢tverec?
(MKS 29-2-4)

Rady a mocnéni

Definice. Pro kazdé ¢islo a € Z;, existuje pravé jedna inverze modulo n, tj. prvek

a’ € 7% takovy, ze aa’ =1 (mod n). Obvykle inverzi zna¢ime a 1.

Definice. Pro a € Z} nazveme 7dd prvku a modulo n nejmensi k € N takové, ze
a* =1 (mod n). Zna¢ime ho ord, (a).

Tvrzeni. Proa € Z},z,y € Ny plati

x

a®*=a’ (modn)<=z=y (mod ord,(a)).

Dusledek. Necht a € Z,x € Ng. Pak a* =1 (mod n) pravé, kdyz ord,(a) | x.

Dusledek. Pokud a* = 1 (mod p) a zdroveii a¥ = 1 (mod p), pak téz a\®¥) =1
(mod p).

Véta. (Wilsonova) Plati, Ze p je prvocislo pravé tehdy, kdyz (p—1)! = —1 (mod p).
Véta. (Eulerova) Pro a € Z plati a®™ =1 (mod n).

Specidlnimu ptipadu této véty, kdy n je prvocislo (a tedy ¢(n) = n — 1), se fikd
mald Fermatova véta.

Tvrzeni. (Eulerovo kritérium) Necht p je liché prvodislo a a je ¢islo nesoudélné

s p, potom (a) =a"5 (mod p).
p

b b
Tvrzeni. Bud p liché prvoéislo a a, b celd ¢isla. Pak (a) = (a) . () .
p p p

Uloha 4. Ukaz, ze kdykoliv je p prvoéislo a a, b pfirozena &isla, pak p | ab? — baP.
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Uloha 5. Ukaz, e pro riizna prvoéisla p, ¢ plati
p? 4¢Pt =1 (mod pq).
Uloha 6. Necht p je prvocislo a b je celé ¢slo. Dokazte, Ze pp-1 = (mod p?),

pravé kdyz b=t =1 (mod p?). (MKS 28-9-4)

Uloha 7. Ukaz, ze —1 je kvadraticky zbytek modulo p, pravé kdyz p je ve tvaru
4k + 1.

Uloha 8. Necht p je prvoéislo a ¢ je prvoéislo, které déli 27 — 1. Doka, ze pak
plg—1

Uloha 9. Pokud prvoéislo p déli n-té Fermatovo &islo 22° + 1, pak 2"t | p — 1.

Uloha 10. Najdi vSechna kladné celd ¢isla nesoudélné se viemi ¢leny nekoneéné
posloupnosti

ap, =2"+3"+6" —1.
(IMO 2005, 4)

Uloha 11. Bud p prvoéislo ve tvaru 3k + 2. Plati, 7e p | a® + ab + b?, kde a,b € N.
Ukaz, ze pakip|a, p|b.

Uloha 12. Nechf p > 5 je prvoéislo a n = 221;*1. Ukaz, ze n | 2™ — 2.
(iKS 1, N4)

Uloha 13. Dokaz, ze pro n > 1 nemfize nastat n | 2"~1 + 1. (Schinzel)

Uloha 14. Nalezni vSechny trojice prvoéisel p, ¢, spliiujici soustavu délitelnosti
pld"+1 q[r"+1, r[p?+1

(USA TST 2003)

Uloha 15. Najdi vSechna n > 1, pro ktera existuje pravé jedno 0 < a < n! takové,
ze a™ + 1 je délitelné n!. (ISLS 2005, N4)

Uloha 16. Necht p > 5 je prvodcislo. Dokaz, ze existuje 1 < a < p — 2 takové, ze
ani a?~! — 1, ani (a + 1)?~! — 1 nen{ délitelné p*. (ISLS 2001, N4)

Uloha 17. Necht p je prvoéislo. Dokaz, Ze existuje prvoéislo q takové, Ze pro zadné
prirozené ¢islo n neni n? — p délitelné q. (IMO 2003, 6)
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Primitivni prvek

Asi nejzajimavéjsi tvrzeni o zbytcich modulo p je existence primitivniho prvku. Ne-
budeme ji dokazovat, ale kratce si ukazeme, jak funguje.

Definice. Cislo a € Z7 nazveme primitivni proek, pokud ord, (a) = ¢(n).

Poznamka. Primitivni prvek g je tedy ¢islo, které ,generuje“ celou Z;, neboli

{g° (mod n), g* (mod n),¢* (mod n),...} =7Z

-
Véta. Primitivni prvek existuje pravé pro modula ve tvaru 2,4, p*, 2p*, kde p je
liché prvocislo a k € N.

Uloha 18. Necht p je liché prvoéislo. Najdi viechna takové k, Ze

pl1F 425+ (p—D)

(Hungary-Israel Math Competition 2009)

Uloha 19. Pro prvodéislo p uréi, jaky je soucet vSech kvadratickych zbytkd mo-
dulo p. Jak je to s kvadratickymi nezbytky?

Uloha 20. Dokaz, Ze souéin vSech primitivnich prvkii modulo p je kongruentni 1
mod p.

Uloha 21. Ukaz, Ze 2 je primitivni prvek mod 3™.

Uloha 22. Dokaz, #e pokud je p Fermatovo prvoéislo (tedy je ve tvaru 22° +1 pro
néjaké k € N), pak je kazdy kvadraticky nezbytek modulo p soucasné primitivnim
prvkem.
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Navody

1. Modulo 4.

2. Rozeberte moznosti na zbytky modulo 7.
3. Modulo 9.

L

Rozeber zvlast piipad, kdy je jedno z ¢isel délitelné p, pak vyuzij malou Ferma-
tovu vétu.

5. Podivej se na kongruenci zvlast modulo p a ¢, pouzij malou Fermatovu vétu.
6. Vyuzij Eulerovu vétu.

7. Prvniimplikaci sporem s malou Fermatovou vétou. Druhou implikaci Eulerovym
kritériem.

8. ordy(2) =p.

9. Umocni kongruenci na druhou, abys dostal fad prvku 2 modulo p.

10. Pro prvocisla p > 3 uvaz ¢len a,_2 a vyuzij malou Fermatovu vétu.

11. Plati také a® = b (mod p). Umocni na vhodnou mocninu, aby §la vyuzit mala
Fermatova véta.

12. Dokaz 2p|n — 1.

13. Vyluc suda ¢isla, rozloz na soucin a uvaz takové prvocislo p v rozkladu, ze p—1
je délitelné nejmensi mocninou r ¢isla 2. Dokaz n =1 (mod 27).

14. BUNO p je nejmensi. Pokud je p liché, dokaz p | ¢ — 1 nebo p | ¢ + 1 a vylué
prvni moznost a nasledné dokaz g | r+1ar|p+ 1.

15. Plati pro prvoéisla Pro licha slozena uvaz a = %! — 1, kde d | n. Pro licha
a” +1

prvocisla dokaz, ze je nesoudélné s (n — 1)

16. Ozna¢ C mnozinu téch a, pro které a?~* = 1 (mod p?). Dokaz |C| < Z;1.

Déle sporem dostaii 1,3, . ..,prECasporvyvod’zpfélprEC’

17. Vezmi libovolné prvodislo ¢ \ . Dokaz ¢ = 1 (mod p) a q | p* — 1, kde
g = kp+ 1. Potom dokaz p | k a ¢ = 1 (mod p?). To nemfize nastat pro vSechny
P_1
Pl
18. Zapis ¢isla 1,...,p — 1 pomoci jednoho primitivniho prvku a vyuzij vzorecek

pro soucet geometrické rady.

19. Kvadratické zbytky jsou presné ty prvky Z;, u kterych ma primitivni prvek
sudy exponent.

20. Inverzni prvek k primitivnimu prvku je opét primitivni.
21. Indukci podle n. Musi platit ¢(3") = ordzn(2) | ordzn+1(2) | #(3"T1). Dalsi
indukei vylu¢ pifpad ordgn+: = 2- 3771

22. Kvadratické zbytky nemohou byt primitivnimi prvky. Kolik ma p primitivnich
prvka?
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Literatura a zdroje

Tento piispévek je téméf podmnozinou piispévku Stépdna Simsy z patého soustie-
déni iKS s nazvem Rddy a primitivni prvek, kterému timto dékuji.
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Uvod do kombinatoriky

BARrRA KOCIANOVA

ABSTRAKT. Prispévek vysvétluje zakladni kombinatorické pojmy a obsahuje mnoho
leh¢ich prikladu i s vysledky, spiSe mimochodem také zminuje, co je to pravdépodob-
nost. Neobsahuje Zadnou hlubsi teorii.

Kolik ruznych poradi maze mit zavod s péti ucastniky? Kolika zptisoby si mizeme
ze skiiné vybrat obleceni pro dnesni den? Jaka je pravdépodobnost, ze v kostkach
hodime samé jednicky? A Ze spréavné tipneme ¢isla, kterd si nékdo mysli?

Na tyto a dalsi otazky spolu budeme hledat odpovédi.

Jak rizné mazeme vybirat

Méame-li vybrat jednoho dobrovolnika ze skupiny péti lidi, mame zjevné pét moz-
nosti, koho zvolit. Pokud mame vybrat dva, déli se ndm ptiklad na razné pripady,
podle toho, jestli ndm zélezi na jejich poradi, nebo ne.

Pokud dostanou oba dobrovolnici stejny tkol ve stejny cas, nezajimé nas, koho
jsme zvolili prvniho a koho druhého. Hledame tedy pocet dvojic mezi péti lidmi,
pficemz dvojice Zib¥ida a Zdislavy je stejnd jako dvojice Zdislavy a Zib¥ida. To
zvladneme spoéitat t¥eba vyctem vsech moZnosti: k Zibfidovi méizeme pfidat po-
stupné Zdislavu, Yvonnu, Xaveria a Waldemara, ke Zdislavé uz jen Yvonnu, Xaveria
a Waldemara, Yvonna pak s Xaveriem a Waldemarem vytvori dvé dvojice a Xave-
rius s Waldemarem nakonec jednu. Dohromady mame 4 + 3 + 2 + 1 = 10 moznych
dvojic. Ke stejnému vysledku dojdeme, pokud uvazujeme, ze kazdy ma ctyfi rizné
kamarady, s nimiz muze utvorit dvojici. To by bylo 5 - 4 = 20. Jenze, jak jiz bylo
feceno, je dvojice Zibtida a Zdislavy totozna s dvojici Zdislavy a Zibiida, a tak jsme
tuto (a kazdou dalsi také) dvojici zapocitali dvakrat. Vydélenim dvéma dostaneme
20/2 = 10. MuzZeme Fict, Ze jsme pravé spocitali pocet dvouclennych kombinact z péti
prvki.

Pokud zac¢neme dobrovolniky mezi sebou rozliSovat, situace se vyrazné zméni.
Nejprve predpokladejme, Ze prvnimu dobrovolnikovi zavazeme o¢i a druhy ho pak
povede po predem vyznacené trase. Kolik mame moznosti provedeni? Pro vybrani
prvaniho pét, pro druhého zbyvaji jen ¢tyfi, nebof ten vybrany uz ma zavizané oci
a nemuze délat oboji. Jenze co s témi Cisly ted, seist, vynésobit, umocnit? Pokud
nés slepy dobrovolnik bude Zibfid a povede ho Zdislava, je to plné jiny piibéh, nez
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pokud Zdislavé bude ukazovat cestu Zibiid. Tedy pro kazdého prvniho dobrovolnika
existuji ¢tyfi druzi dobrovolnici. Mame proto 5 - 4 raznych dvojic slepec — vodié, coz
je pocet dvouclennych variaci z péti prvka.

Jesté jiny vypocet pouzijeme, predstavime-li si, ze vybrany dobrovolnik skupince
zatanci Cardas a vrati se mezi ostatni. Nasledné vybereme dalsiho dobrovolnika, ktery
bude chvili stepovat. Kolika zptusoby se tohle mohlo stat? Jako prvniho taneénika
mizeme vybrat pét riznjch lidi. A jako druhého také pét, protoze po Zibfidovi
miizeme tentokrat vybrat znovu Zibfida. A poudeni z pfedchoziho p¥ipadu tato ¢isla
vynasobime, protoze pro kazdého z péti prvnich dobrovolnikt existuje pét moznych
nasledovniki. Dostaneme 5-5 = 25, neboli pocet dvouclennych variaci s opakovdnim
z péti prvka.

Nékolik matematickych pojmii

Ujasnime si nazvoslovi a pravidlo sou¢tu a sou¢inu mimochodem zminéné v pied-
chozim odstavci, definujeme si faktoridl a kombinac¢ni ¢islo, fekneme si néco maélo
o pravdépodobnosti a zjistime, k ¢emu je to dobré.

Tvrzeni 1. (Pravidlo sou¢tu) Méjme koneéné mnoziny Ay, As, ... A,, které jsou
po dvou disjunktni. Potom pocet prvki mnoziny A; U As U---U A, je roven souctu
pocti prvki mnozin Ay, Ao, ... A,.

Toto pravidlo pouzivame zcela intuitivné, jak je vidét v nasledujicim prikladu:

Priklad 2. Na soustfedéni jelo jednim vlakem pét ticastniki z Prahy, dva z Liberce,
¢tyti z Karlovych Vart a jeden z Plzné. Kolik jich jelo celkem?

Tvrzeni 3. (Pravidlo sou¢inu) Pocet vSech usporddanych n-tic takovych, Ze prvni
slozku miizeme vybrat ki zpiisoby, druhou ko zptisoby, ... az n-tou k, zpisoby, je
roven ki - ko - ... ky,.

Toto pravidlo jsme uz vyuzili pfi vybirani slepého a vodic¢e v predchozim textu.
Slepého jsme mohli vybrat péti zptusoby, vodice ¢tyfmi, dohromady tedy 5-4 zpisoby.

Priiklad 4. Kolik je ¢tyfcifernych ¢isel délitelnych péti?

Reseni. Namisto tisicti mtizeme vybrat devét cifer (nulu ne), na misto stovek deset,
na misto desitek také deset a na misto jednotek jen dvé, nulu nebo pétku. Dohromady
mame 9-10-10 -2 = 1800.

Definice 5. Pojem k-clennd kombinace z n prvki vyjadiuje pocet moznosti, kte-
rymi mizeme vybrat k prvki z n-prvkové mnoziny, aniz by ndm zélezelo na poradi
vybéru.

Pojem k-élennd variace z n prvku znadi také pocet moznosti, kterymi mutizeme
vybrat k prvki z n-prvkové mnoziny, ale pokud potfadi vybéru zohlednime.

Pojem permutace na n prvcich znaci pocet moznych usporadani n prvkd.
Definice 6. Faktoridl n definujeme jakon! =n-(n—1)-(n—2)...2-1. Specidlné
definujeme 0! = 1.
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Tvrzeni 7. Pocet permutaci na n prvcich se rovna n!.

n!

Definice 8. Kombinaéni ¢islo [en nad k4] definujeme jako () = o B

Tvrzeni 9. Pocet k-¢lennych kombinaci z n prvkii vyjadiuje kombinacni ¢islo (Z)

Tvrzeni 10. (Binomickd véta) Plati

N LR WY (LR DGO D PRTRNRI (LR B C R PRSI L DA CES DRI LA PR
(a+b) <0>a +<1)a b+ +(k>a b" + +(1)ab —I—(O)b.

Definice 11. Mnozinu v8ech moznych vysledki ndhodného pokusu oznacme §2,
pricemz predpokladejme, Ze vSechny jeji prvky w nastanou se stejnou pravdépo-
dobnosti. Podmnozinu A mnoziny {2 nazveme jevem, pro A = §) jistym jevem, pro
A = () nemozngym jevem. Pravdépodobnost, Ze nastane dany jev A, vyjadiime jako

P(A) = |A]/I9.
Priklad 12. Jaké je pravdépodobnost, ze ptfi hodu kostkou padne jednicka nebo
Sestka?
Regeni. Mozné vysledky hodu kostkou tvofi mnozinu Q = {1,2,3,4,5,6}. Jev
»padne jednicka nebo Sestka“ je mnozina A = {1, 6}, ¢ili pravdépodobnost, Ze padne
jednicka nebo Sestka, je 2/6 = 1/3.
Tvrzeni 13. (2 je mnozina moznych vysledkii ndhodného pokusu, A, B C €.

(1) P()=1,P0)=0

(2) 0< P(A) <1
(3) P(Q\ 4) =1 - P(A)
(4) P(AUB) = P(A) + P(B) — P(AN B)

swy wevs

Na konci pfispévku jsou k prikladim uvedeny navody, které mnohdy p¥imo prozra-
zuji vysledek.

Priklad 14. Kolik existuje sudych ¢tyicifernych ¢isel, ktera nejsou délitelnd péti?
Kolik je péticifernych ¢isel, kterd jsou délitelnéd ¢étyimi? Kolik je trojcifernych ¢isel,
v jejichZz desitkovém zapise je kazda Cislice nejvys jednou? Kolik je ¢tyfcifernych
¢isel, v nichz se sudé a liché ¢islice st¥idaji?

Priklad 15. Kolik uhlopfi¢ek mé n-ihelnik?

Priklad 16. Jakou nejdelsi abecedu bychom mohli zakédovat pomoci nejvyse ¢ty¥
tecek ¢ ¢drek? A co v Braillové pismu (nejvyse Sest vystouplych tecek)? Nebo v se-
maforu (ukazuje se rukama do osmi riznych sméri, pfi¢emz ruce nejsou rozlisitelné
a nemohou splyvat)?

Priklad 17. K pétadvacatym narozenindm dostala princezna bonboniéru ve tvaru
Ctverce, kde v kazdém fadku i sloupci bylo pét bonboni. Chtéla si jich hned pét
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snist, ale tak, aby nevyjedla zadny cely fadek ani sloupec. Kolika zptisoby si mohla
bonbony vybrat? A co kdyby chtéla z kazdého fadku i sloupce snist pravé jeden?

Piiklad 18. V krélovské radé tradi¢né zasedd pét lidi. Do voleb se prihlésilo dva-
nact lidi, z toho sedm S$lechticti a pét slechticen. Protoze je kralovstvi moderni a
podporuje rovnost muzu a zen, vyzaduje se, aby v radé byli aspon dva muzi a aspon
dvé Zeny. Kolika zptusoby muzZe volba dopadnout?

Priklad 19. V jiném kralovském poradnim organu zasedd pfedem neurceny nenu-
lovy pocet lidi. O tuto funkci maji zédjem Ctyfi muzi a tfi Zeny a tentokrat je jedinou
podminkou pro volbu, aby v radé bylo stejné muzi jako Zen. Kolik je moznych
vysledku?

Priklad 20. Kroketového turnaje se tcastni Sestnéct lidi. Hraji vzdy dvé dvojice
proti sobé. Kolika zptisoby miizeme vsechny hrace rozdélit?

Priklad 21. Vrhame obycejnou Sestisténnou kostkou. Jaka je pravdépodobnost,
ze ve tfech hodech hodime aspon jednu jednicku, Ze v péti hodech nepadne zadné
sudé ¢islo a Ze soucet Cisel po dvou hodech bude pét?

Priklad 22. Elsa kazdé rdno bezradné koukd do skiiné a nevi, co si obléct. Vzdyt
je tak tézké si vybrat! Ma patery Saty, troje puncochy, ¢tyfi pary stfevicka, dvé
spony do vlasti a dva a pil paru ndusnic (jednu ztratila). Z kolika moznosti kazdé
rano vybira, kdyz na sobé podle dvorniho protokolu musi mit Saty, puncochy, dva
stfevicky, sponu do vlast a dvé ndusnice? S jakou pravdépodobnosti na sobé bude
mit sparované stfevicky a nausnice? (Stfevicky jsou levé a pravé, kdezto dvé ndusnice
z péru jsou identické.)

Priklad 23. Dvanact mésicku se z nudy stavélo do fady podle stéii, teploty, mnoz-
stvi uzralych jahod a podobnych vlastnosti, az je napadlo: kolika rdznymi zptsoby
se za sebe mtZzou postavit? Jaka je pravdépodobnost, ze pfi ndhodném setazeni (kde
jsou v8echny moznosti stejné pravdépodobné) budou stét vedle sebe mésice roéniho
obdobi (tj. mezi mésici néjakého ro¢niho obdobi nebude stat zaddny mésic jiného
ro¢niho obdobi)? A jak se mtZou sefadit, pokud se ¢erven pohddal s prosincem a
odmitaji stat vedle sebe?

Priklad 24. Zakaznik si chce u véstkyné ovérit, Ze prisel k té pravé, a tak si pétkrat
mysli néjakou cifru a nechava véstkyni hadat. Uréete postupné pravdépodobnost, ze
se podvodnice ani jednou netrefi, Ze pravé dvakrat tipne spravné ¢islo a Ze se asporn
jednou splete.

Dalsi priklady

Priklad 25. Urdete pocet obarveni Sachovnice 1 X n péti barvami tak, aby zadna
dvé sousedni policka neméla stejnou barvu. Pokud mame vSechny spravné obarvené
Sachovnice schované v pytli, s jakou pravdépodobnosti z néj vytdhneme néjakou
dvoubarevnou nebo néjakou, na které je aspon jedno policko cervené?
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Priklad 26. Vyrobce hodin se rozzlobil na svij nudny sortiment a rozhodl se
vyrabét nové dokonale kulaté ciferniky, na nichz budou ¢isla od jedné do dvanacti
usporadana v kruhu libovolné a napsana tak, aby nebylo poznat, kde je nahofte.
Kolikery hodiny bude mit nové v nabidce?

Priklad 27. Milion obyvatel zemé hlasovalo v zemskych volbach o tom, které roéni
obdobi je nejlepsi. Vysledky se udavaji ve tvaru usporadané ¢tverice ziskanych pocti
hlast v potadi [jaro, 1éto, podzim, zimal. Kolik moznych vysledkt volby maji?

Priiklad 28. Na dostihovych zédvodech bézi pét koni. Pokud jejich ¢as méfime na
celé vtefiny (tedy pokud dva koné dobéhnou v jednu vtefinu, dobéhli na stejném
misté), kolika riiznych pofadi koni se miizeme dockat?

Pokud si na svého oblibeného koné vsadime, Ze dobéhne nejhiif tieti (tj. bude
mit nejhiif tfeti ¢as), jakou méme Sanci vyhrat? Pfedpokladejme, Ze vSechny mozné
vysledky jsou stejné pravdépodobné.

Piiklad 29. Cisla1,2,..., 2017 dame do t¥i barevnych kyblickii: bilého, modrého
a Cerveného. Kolika zpisoby mtzeme ¢isla rozhazet, pokud zadny z nich neni prazdny
a dvé po sobé jdouci ¢isla nikdy nejsou v témze kyblicku? (PraSe 30-4-4)

Priklad 30. Ve vézeni je pét muzu a sedm Zen. Domluvili se, ze kazdy den vylosuji
jednoho z nich, kdo se zepté strazce, jestli je nechce pustit ven. Jaka je pravdépo-
dobnost, Ze prvni dva vylosovani byli muzi?

Strazce to po roce omrzelo a slibil jim, Ze pokud se ho desetkrat po sobé zepta
zena, opravdu jim celu odemkne. S jakou pravdépodobnosti bude vézeni do dvou
tydnt prazdné?

Priklad 31. Na zdmku je tischovna zavazadel, v niZ je n skiinék, ke kterym patii
n riznych kli¢h. Zly trpaslik do kazdé skiinky dal né€jaky kli¢ a pak vSechny zavtel.
Hodny trpaslik mé kouzelnou hilku, kterd umi oteviit skfinku vlevo nahote. Z ni
mize vyzvednout kli¢ a odemknout k nému pfislusnou skiinku a pokracovat dale.
Urcete pravdépodobnost, ze se mu podari oteviit vSechny skiinky.

(PraSe 26-5-3)

Piiklad 32. Kolik vét miZeme vytvofit z Sestadvaceti pismen abecedy, pokud
kazdé pouzijeme praveé jednou a za vétu povazujeme libovolnou posloupnost pismen
rozdélenou mezerami (pri¢em? mezer muze byt libovolné, ale nikdy ne dvé vedle
sebe)?

Priklad 33. Anna délala zasedaci poradek na svatbu. Pozvala dvacet ¢tyfi hostt,
z nichZ bylo osmnéct muza a Sest dam. Chtéla vybrat nejlepsi posazeni hostu tak,
aby u kazdého kulatého stolu pro ¢tyti lidi sedéla jedna dédma. Z kolika takovych
vybirala? KdyZ zaseddni u stolu jen oto¢ime, povazujeme ho za stejné, podobné
nezalezi na tom, u jakého presné stolu kdo sedi.

Jaka je pravdépodobnost, ze pfi ndhodné vylosovaném zasedacim potfadku bude
Anna vedle svého Zenicha?

Piiklad 34. Snek se chce dostat z jednoho rohu krychle do protéjsiho, aviak plazit
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se chce pouze po hranach, a to nejvyse po péti. Kolik takovych cest ma? Pocitame
i ty, béhem nichz navstivi cil vicekrat. (PraSe 29-3-4)

Priklad 35. V cukrarné méli n sladkosti, ale kazdou bohuzel jen jednou. Ptisli dva
mlsouni a nakoupili né€kolik sladkosti, kazdy asporn jednu. Kolika zptisoby to mohli
udélat? (PraSe 25-5-4)

Priklad 36. Mgjme ¢tvereckovany papir m x n. Kolika zptsoby miiZeme strany
vSech ¢tverecku obarvit pomoci t¥i barev tak, aby kazdy ctverecek mél pravé dvé
strany obarvené jednou barvou a zbyvajici dvé né€jakou jinou jednou barvou? Strany,
kterymi se sousedici ¢tverecky dotykaji, povazujeme za totozné. (PraSe 33-1-4)

Priklad 37. Kolika zptlisoby se miize posadit deset chlapci a dvandct dévcat na

kolotoc¢ s dvaceti ¢tyimi sedadly tak, aby mezi kazdymi dvéma chlapci sedélo asponi

jedno dévce? Posazeni, kterd se lisi jen otocenim kolotocCe, povazujeme za totozna.
(PraSe 3-6-4)
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Navody
14. 9-10-10-4;9-10-10-25;9-9-8;5-5-5-54+4-5-5-5
15. s

16. 2+4+8+16;25,8.7/2

17. (%) —10; 5!

18 (5)-(2)+G)-6)

19. 43+ () () + () ()

20. Do ¢tveric: 16!/(4!)5, ve étvefici do dvojic: 3, celkem:
3 5

21 1-(5)" (3) 5 56

22. 5-3-4-4-2-8 (stfevicky jsou levé a pravé, ndusnice vyétem moznosti);

23. 120;4!- (3% 121 — 11! -2

24. (%) () (1) ()1 - ()

25. 5.4l (JBA )y (5-4"*1—4-3"*1

5.4n—1 5.4n—1
barevné Gervené)

26. 12!/12 =11!

16!-(3)*
[CHE

1
16

) - ( 53,;4,1) (dvoubarevné + Cervené — dvou-

27. Chceme seradit milion hlasi a tii prepazky, coz je %.
: 2-4144-314-3!- (5
28. n=>5+4(5+3(3+2( +1+3!.5.%+2!(g); 1- %*U
29. 3.2%016_¢
30 5.5 . (71°.12*45.719.123412.5.710.1224122%.5.710.124123.5.719)
© 1212 1214
29 28 2 1 _ 1

32. 26!-225 (Mezery se miizou nebo nemusi dt na pétadvacet mist v posloupnosti.)

.2
33. 185 3
34. 3-2+6

35. 3"—-2.2"+1
36. 3mtn.omn

37. () (%) 912
Literatura a zdroje

[1] Pozndmky ze Skoly a soustfedéni, zminéné série PraSete.
[2] PraSeci seridl o kombinatorice, http://mks.mff.cuni.cz/archive/27/9.pdf
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Komplexni Cisla

Honza KREJCE

ABSTRAKT. Co jsou to komplexni ¢isla? K ¢emu se pouzivaji? Da se s nimi délat
néco cool? Na tyto a dalsi otdzky se na prednasce/v piispévku pokusime odpovédét.

Pro¢ vznikla komplexni ¢isla? Podivejme se na polynomy s realnymi koeficienty.
Ty jsou super, ale maji jednu nepfijemnou vlastnost — ne vSechny jsme schopni
zapsat jako souéin polynomil stupné nejvyse jedna. To znamend, Ze doptredu tfeba
nevime, kolik mé polynom z® + 525 + 1722 + 349z + 5 kofenti. Nebo neumime rozlozit
tak jednoduchy polynom jako 2 + 1. Co s tim?

Prvni ptipad vypada dost komplikované, ve druhém by nam stacilo mit ¢islo,
jehoz druh4 mocnina dava —1. Ozna¢me si takové &islo 4, tj. i2 = —1. (Z¥ejmé, pokud
takové ¢islo mame, pak ¢islo k nému opa¢né ma stejnou vlastnost.) Nyni, abychom
méli uzavienost na operace sc¢itani a nasobeni, tak uvazujme vSechna c¢isla tvaru
a + bi, kde a, b jsou redlna, a oznac¢me tuto mnozinu C. Pak se zminovany polynom
nad touto mnoZinou rozklada na soucin #? + 1 = (z + i)(z — 7). To neni vsechno
— lze dokonce dokézat, ze kazdy polynom nad C se rozklada na soucin polynomi
stupné nejvyse jedna. Ukazuje se, Ze toto neni jedind hezka vlastnost komplexnich
¢isel. Mimo jiné se s nimi daji intuitivné odvodit zajimavé vzorce a (dokonce) maji
praktické uplatnéni v popisu geometrickych zobrazeni nebo také ve fyzice.

Umluva 1. Déle v tomto textu predpokladame, Ze a, b, ¢ a d jsou realna ¢isla a z
je ¢islo komplexni.

Definice 2. (Komplexni ¢islo) Cislo z = a+bi, kde i = —1, budeme nazyvat kom-
plexni ¢islo, a nazveme redlnou ¢dsti komplexniho ¢isla a b nazveme jeho imagindrni
¢asti. Znacime R(z) = a a F(z) = b.

Véta 3. (Zakladni véta algebry) Kazdy polynom nad komplexnimi ¢isly ma kofen.

Uloha 4. Jaky tvar mé soucin a soucet ¢isel a + bi, ¢ + di?

Rizné tvary komplexnich Cisel

S komplexnimi ¢isly se daji provadét stejné véci jako s ¢isly redlnymi, ale k nékterym
z nich je pravé definovany tvar nevhodny.
33



KOMPLEXNI CISLA

Ziejmé, abychom jednoznacné zadali komplexni ¢islo, sta¢i ndm uspotrddand dvo-
jice realnych ¢isel. Dvojice se rovnéz pouzivaji pro zadavani bodid v roviné — nebylo
by mozné si komplexni ¢isla predstavit jako body v roviné?

Definice 5. (Komplexni ¢isla podruhé) Komplexnimu éislu a + bi pfifadime v ro-
viné bod se soufadnicemi [a,b]. Ose & budeme fikat redlnd osa a ose y imagindrnd.
Pro libovolné dva body v roviné se soufadnicemi [a,b] a [c,d] definujeme operace
s¢itani a ndsobeni nasledovné:

e [a,b]+ [c,d] =[a+b,c+d],
e [a,b] - [c,d] = [ac — bd, ad + bc].

Nyni definujeme tieti tvar, tzn. goniometricky. Pro dané nenulové komplexni ¢islo
z = a + bi existuje pravé jeden prisecik jednotkové kruznice se stredem v pocatku
a polopfimky vychéazejici z pocatku, kterd prochazi bodem z. Bod na jednotkové
kruznici jsme schopni reprezentovat dvojici [cos,sin] a délka tisedky spojujici
pocatek se z je va? + b2. Proto miZeme psit a + bi = va? + b2 - (cosp + @ - sin ).

Definice 6. (Absolutni hodnota a argument komplexniho ¢isla) Pro komplexni
¢islo z = a + bi definujeme:

e Absolutni hodnota komplexniho ¢isla z je |z| = va? + b2.
e Argument komplexniho ¢isla z je €islo ¢ z rozmezi [0,27) takové, Ze plati
z = |z| - (cosp +i-sinp).

7 hlediska geometrického si Ize absolutni hodnotu predstavit jako délku tusecky
spojujici pocatek s vybranym komplexnim ¢islem. Argument je potom thel, ktery
tato tisecka svird s kladnou ¢asti realné osy.

Uloha 7. Je piechod mezi zakladnim tvarem komplexniho ¢isla a goniometrickym
tvarem jednoznacny, tj. je jednoznacné zobrazeni, které komplexnimu ¢islu pritadi
dvojici absolutni hodnota a argument?

Uloha 8. Pievedte ¢isla —2 — 2i, 3 — i\/3, —7 + 7i do goniometrického tvaru.

Je-li absolutni hodnota komplexniho ¢isla rovna jedné, nazveme takové ¢islo kom-
plexnt jednotka.

Véta 9. (Souctové vzorce) Pro a, b plati:

e sin(a + b) =sinacosb+ cosasinb,
e cos(a+b) =cosacosb —sinasinb.

Z posledni definice a znalosti souctovych vzorct si lze konecné predstavit, jak
vypada nasobeni komplexnich ¢isel.

Méjme ¢isla 21 = |z1|(cospy + isingy) a 2o = |2z3|(cos s + isinps). Potom
z1-22 = |z1||22|(cos(p1+p2) +isin(p1+w2)). Tj. dostaneme ¢islo, které ma argument
roven souctu argumentti nasobenych ¢isel a jeho vzdalenost od pocatku je rovna
soucinu vzdalenosti nasobenych ¢isel.
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Uloha 10. Jaka geometricka zobrazeni jsou reprezentovana:
e prenasobenim +i7?
e piendsobenim komplexni jednotkou?
e pirendsobenim redlnym Cislem?
e prenasobenim komplexnim ¢islem?

Uloha 11. Popiste zobrazeni, které komplexnimu ¢slu piifadi jeho absolutni hod-
notu.

Véta 12. (Moivreova véta) Pro a a celé ¢islo n plati ndsledujici rovnost:
(cosa+isina)™ = cosna + isinna

Diikaz. Pro n > 0 tvrzeni dokdzeme matematickou indukci podle n za pomoci
souctovych vzorct. Je-li n < 0, pak z jiz dokdzaného plati, ze (cosa + isina)™ =
1 _ 1 cos(—na)—isin(—na)
(cosa+isina)=™ ~  cos(—na)+isin(—n cos(—na)—isin(—na) "
Timto pfendsobenim ndm stale zistava zachovéna rovnost, nebot nasobime jednic-
kou. Nakonec si uvédomime, Ze sinus je licha funkce, kosinus sudé funkce a dostaneme

(cosa +isina)™ = cos(—na) — isin(—na) = cos na + i sin na. O

R Déle prenasobime zlomkem

Zakladni operace s komplexnimi Cisly

S realnymi ¢isly toho délame spoustu, mimo jiné tf¥eba délime, mocnime a odmociu-
jeme. Mocnit ¢islo (—2 — 24)42 nevypadé jako piijemna ¢innost, nicméné na mocnéni
(s celociselnym koeficientem) méme goniometricky tvar a Moivreovu vétu. Vyjde-li
ndm ¢as, ukdZeme si, jak umocnit nebo odmocnit (skoro) vSechno za pouziti kom-
plexni exponencidly a logaritmu.

Zkusme zlomek usmérnit tak, aby ve jmenovateli nebylo komplexni ¢islo (usmérnime

¢islem komplexné sdruzenym k &islu ve jmenovateli zlomku): i+ = 146, 140 — 4

1—1 1—12 1+

Definice 13. (komplexné sdruzené ¢islo) Meéjme z = a+ bi, potom €islo komplexné
sdruzené€ je Z = a — bi.
Véta 14. (Vlastnosti komplexniho sdruzovani) Necht z;, 2z jsou komplexni ¢isla
a P polynom s realnymi koeficienty, potom:

® 21 +2=21+ Zg,

® 2122 =71 %2,

e P(z1) = P(z1).

Dalsi problém, ktery s komplexnimi ¢isly méame, je, Ze neumime spocitat druhou
odmocninu. Zkusme (cviéné) spocitat odmocninu z é&sla 5 4 iv/11. Tato odmoc-
nina bude komplexni ¢islo a + bi pro vhodné konstanty a, b. Umocnime-li rovnici a
porovname realné a imaginarni ¢asti, dostaneme pro né tuto soustavu rovnic:

5=a*-0’

V11 = 2ab
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Soustavu muzeme vyftesit vyjadienim a z druhé rovnice, dosazenim do prvni a na-
(3% i)

Nyni ovétime, ze kvadratickd rovnice — 495 + 2z + 1 +iv/11 = 0 m4 skuteénd dva
koreny.

Kratkou tupravou kvadratického polynomu se mtzeme presvédcit, ze ,vzorecek®
pro vypocet korentd kvadratické rovnice funguje porad stejné:

2 2 r
px2+qx+r:p<(m + x—i—q) <q_ )
4p?
2
_ ay\ qf4p7’
=p <x—|—2p> ( )
_ q  |¢*—dpr q q* — 4pr
p<x+2p 12 ><1’+2p+ 12 )

Polozime-li posledni souc¢in roven nule a vyjadiime z, dostaneme pozadované.
Co ale délat, kdyZ umocnujeme na néco komplexniho?

slednym dopocitanim a. Dostaneme ¢isla +

Komplexni exponenciala a logaritmus

Pro nedostatek prostoru zavedeme komplexni exponencidlu a jeji vlastnosti uvedeme
bez dtikazu.

Definice 15. Funkci exp : C — C\{0}, kterd komplexnimu &islu z = a + bi pfifadi
hodnotu e%(cosb + i sinb), nazyvame komplexni exponenciala.

Véta 16. (Vlastnosti komplexni exponencidly) Komplexni exponenciéla je spojité
2mi periodicka funkce, ktera spliuje nasledujici vlastnosti:

o exp/(2) = exp(2),
e exp(z1 + z2) = exp(z1) exp(z2),

n

e exp(z) = Z?io 2
Uloha 17. Jaky je obraz piimky rovnobézné s osou x pii zobrazeni exp?

Idea, jak definovat komplexni logaritmus, je vcelku jednoduchéa — chceme funkci,
kterd nam pro zvolené z vrati takovou hodnotu w, ze exp(w) = z. Takovych hodnot
mize byt hodné, nicméné kdyz budeme pozadovat w takové, ze I(w) € [0,27),
dostaneme pravé jednu. Lze si rozmyslet, ze w = log |z| + i arg z.

Definice 18. (Komplexni mocnina) Pro z # 0 a o € C definujeme z® = exp(«
log(z)).

Pokud se zbavime pozadavku, Ze logaritmus musi byt jednozna¢ny, mizeme uva-
Zovat mnozinu komplexnich mocnin, které je pro @ € C\R dokonce nekone¢na.

36



HONZA KREJCI

Co se s tim da délat

Zkusme si s pomoci komplexni exponencialy spocitat feseni rovnice z" = —1. Po-
stupné budeme upravovat ™ = exp(n - logz) = exp(wi) = —1. Protoze je expo-
nenciala 27i periodicka, nlogz = i + 2kmi. Nakonec dostaneme z = exp( =257 ),
7 definice exponencialy a absolutni hodnoty si lze vSimnout, Ze vSechna feSeni jsou
komplexni jednotky, a ty navic tvofi pravidelny n-thelnik.

Uloha 19. Co se zméni, pokud budeme uvazovat rovnice 2" = 1, 2" = ¢, kde
c € R?

Uloha 20. Jakou hodnotu m4 vyraz i'?

Neékolik prikladt na zavér

Priklad 21. Necht P je redlny polynom lichého stupné. Dokazte, Ze m& kofen
v realnych cislech.

Piiklad 22. Nechf z # 1 je komplexni jednotka. Dokazte, Ze zlomek Zt1 je ryze

z—1
imaginarni (tj. Ze mé nulovou redlnou ¢ast a nenulovou imaginarni ¢ést).

Piiklad 23. Najdéte vSechna z, pro ktera z2 +z2 € R.
Priklad 24. Sectéte:

e sina + sin2a + ... + sin ka,
e cosa + cos2a + ... + cos ka.

Piiklad 25. Pro dané n € N sectéte:
N EORT AR
® (0) + (3) + (6) -
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Permutace

JAKUB LOwIT

ABSTRAKT. Jak v olympiddni, tak ve vysokoskolské matetamice se ndm casto stane,
ze mam nékdo néco zamicha nebo preusporada. Vsechny takové priklady ale spojuje
jeden algebraicko-kombinatoricky princip - permutace. V prednasce si ukazeme jejich
zakladni vlastnosti, které posléze pouzijeme k feseni mnoha riznorodych priklada. Na
zavér si blize ukazeme silu permutaci v teorii ¢isel.

Permutace!

Permutace je jednim ze zékladnich algebraickjch a kombinatorickych objektd. Jde
zkratka o pfecislovani ¢i zamichani néjaké mnoziny objektti. Pfesto nas ale casto
muze prekvapit. Je dobré mit na paméti, Ze permutace jsou snad ty nejsymetrictéjsi
objekty, co si muzeme predstavit.

Definice 1. (Permutace) Permutace o na mnoziné X je zobrazeni, které kazdému
prvku X piitadi néjaky (ne nutné jiny) prvek X. Pfitom obrazy riznych prvka musi
byt rizné a kazdy prvek mé néjaky vzor.

Definice 2.

(1) Skute¢nost, ze o je permutace na mnoziné X, ¢asto znacime o € Sx.

(2) Permutaci, kterd zobrazuje vSechny prvky z X na sebe samotné nazyvame
identita.

(3) Ke kazdé permutaci o existuje pravé jedna inverzni permutace o~ !, kterd
pfifazuje obrazim jejich vzory.

(4) SloZenim permutaci o, 7 myslime zobrazeni, které vznikne provedenim po-
stupné zobrazeni o a nasledné 7. Toto zobrazeni je opét permutace a znac¢ime
jej moo.

(5) Radem permutace o myslime nejmensi n € Ny takové, ze pokud slozime o
samu se sebou k-krat, dostaneme identickou permutaci.

Lemma 3. Existuje pfesné n! =n-(n—1)...3-2-1 permutaci n-prvkové mnoZiny.

Lemma 4. Kazdé piirozené Cislo Ize jednoznacné zapsat jako ay - 1!+ as - 2!+ ag -
3'+..., kde 0 < a; <i.
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Definice. Cyklus je permutace, kterd cyklicky posouva néjakych k prvki, pricemz
ostatni nechdva na misté.

Lemma 5. KaZdou permutaci na konecné mnoziné Ize (az na poradi) jednoznacné
rozlozit na soucin disjunktnich cykli.

Definice. Transpozice je permutace, kterd prohazuje pouze dva prvky (a vSechny
ostatni nechdva na misté).

Lemma 6. Kazdou permutaci na konecné mnoziné Ize ziskat jako slozeni nékolika
transpozic.

Lemma 7. Kazd4d permutace ma néjaky 7ad (tedy existuje prirozené k takové, ze
slozeni této permutace k-krat je identickd permutace).

Na dvod...

Uloha 8. Kolika zptisoby lze na $achovnici 8 x 8 rozmistit 8 vézi tak, aby se zadné
dvé neohrozovaly?

Uloha 9. Do tabulky n x n napiSeme ¢sla 1,2,...,n? poporadé tak, Ze nejprve
vyplnime zleva doprava prvni fadek, potom druhy atd. Nyni v tabulce vybereme n
policek tak, abychom z kazdého radku i kazdého sloupce vybrali pravé jedno, a ¢isla
na vybranych pozicich se¢teme. Jaké vysledky muZzeme dostat?

Nahlizime

Jak uz se nam doneslo, pocéet permutaci n-prvkové mnoziny je nl. Kdyz se proto
nékde faktorial objevi, permutace urc¢ité nejsou daleko a Casto se k feSeni tlohy
pfimo vybizi vhodna kombinatorickd interpretace.

Uloha 10. Pro pfirozena k, n nahlédnéte rovnost

- () ()~ (%)

Uloha 11. Je dano piirozené k an > k. Uvazme ndhodnou permutacina 1,2, ..., n.
Nahlédnéte, ze pravdépodobnost, ze prvky 1,...,k lezi v jednom cyklu, nezavisi na
volbé n.

Uloha 12. Uvazme né&jakou permutaci o mnoziny 1,2,...,n. Postupné za sebe
napi$me vSechny prvky a(1l), a(2), ..., a(n). Jejich ¢tenim zleva doprava ziskdme
postupné f(a) rostoucich tsekil. Jaka je primérnd hodnota f(«) pfes vSechny per-
mutace zadané mnoziny?

Uloha 13. Permutacim ¢ na mnoziné 1,2,...,2n, pro néz existuje 1 < i < 2n
takové, zZe |o(i)—o(i+1)| = n, fikejme dobré. Ostatni nazyvejme Spatné. Nahlédnéte,
ze dobrych permutaci je vic, nez Spatnych.
(IMO 1989)
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Uloha 14. Je déno n > 2 bodu odislovanych 1,2, ..., n, pfi¢emz mezi kazdymi
dvéma vede Sipka smérem od nizsiho ¢isla k vyssimu. Obarveni Sipek ¢ervenou a
modrou nazveme jednobarevné, jestlize mezi zadnymi dvéma vrcholy nevede zaroven
éervend a modra cesta. Uvédomte si, Ze pocet jednobarevnich obarveni je n!.

(ARO 2005)

Uloha 15. Oznaéme D(n) podet permutaci na n prvcich, které nenechavaji na
misté ani jeden prvek. Nahlédnéte, ze

Uloha 16. Jako plné n-tici pfirozenjch ¢isel budeme oznacovat ty, ve kterych pro
kazdé ¢islo ¢ > 2, jez se v n-tici vyskytuje, plati, Ze ¢islo ¢ — 1 se v ni vyskytuje také,
pricemz prvni vyskyt ¢ —1 je pfed poslednim vyskytem <. Nahlédnéte, ze plngch n-tic
je nl.

(IMO Shortlist 2002)

Uloha 17. Pro piirozend n > 1 dokazte identitu

n! = Zn:(fl)"*i- (’Z) i

=1

Hrajeme si...

Nejcastéji je zkratka potfeba si s tillohou chvili hrat a pochopit, jak funguje. Obéas
nam sice néjaka znalost navic mtize pomoct, cesta k TeSeni je ale vétsinou o dost
zajimavejsi.

Uloha 18. Kolik existuje permutaci 7 mnoziny 1,2, ..., n, které spliuji
1-7(1)<2-7(2) < <n-w(n)?

Uloha 19. Na slavnostni vecefi je n tc¢astnikt. Nékteii z nich jsou pfitom piatelé.
Pred kazdym ucastnikem lezi jedno jidlo, pficemz na stole nejsou zadna dveé jidla
stejnd. Kazdy z tcastniki ale ma chut na néco jiného. Pokud se dva lidé prateli,
mohou si vyménit sva jidla. Kolik dvojic ti¢astnikd musi byt ptratelé, aby kazdy
mohl dostat své vysnéné jidlo?

Uloha 20. Ve vézeni sedi 100 véziiti. Reditel véznice se rozhodl, Ze jim dé4 Sanci na

svobodu. Do 100 o¢islovanych Suplika ve své kancelari proto ndhodné umistil jména

véznl, do kazdého supliku pravé jedno. Vézni budou jeden po druhém chodit do

kancelate. Kazdy z nich se mtize postupné podivat do 50-ti Suplikti. Pokud se vSem

véznlim povede nalézt sva jména, jsou propusténi, jinak je feditel necha popravit.
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Pred zacatkem hry se navic mohou domluvit. Vymyslete pro vézné takovou strategii,
aby jejich Sance na propusténi byla alesponi 1 — (2 + 25 + -+ + 105) > 13-
(folklor)

Uloha 21. UvaZme strom na n vrcholech oznacenych &isly 1, 2, ..., n. Postupné
zvolime vSechny hrany (kaZdou pravé jednou), pficemz vzdy prohodime éisla na
koncich zvolené hrany. Tim dostaneme néjakou permutaci ¢isel ve vrcholech. Kolik
cykltl muze tato permutace obsahovat?

(Iran TST 2014)

Uloha 22. Na severni strané ulice je n > 2 domt. Ze zapadu k vjchodu, domy
naji ¢isla postupné od 1 do n, pficemz na kazdém domé visi jeho ¢islo. Jednou si
obyvatelé chtéli vystielit z postika. Béhem jednoho dne tak postupné prohodili éisla
vsem n — 1 dvojicim sousednich domi. Kolik rtznych posloupnosti ¢isel mize byt
vecer v na domech v ulici?

(MEMO 2013)

Uloha 23. Je dano n piirozené. Uréete (v zéavislosti na n) pocet permutaci p na
mnoziné 1,...,n, pro néz p - p obraci poradi ¢isel (tj. posila ¢islo ¢ na n+ 1 — 4 pro
v8echna 1 <4 < n).

Uloha 24. V fadé stoji n studentti. Kdyz se ucitel nediva, néktefi zméni sva mista.
Pokud student zménil pozici v fadé z i na j, pohnul se o |j —i| mist. Uréete maximalni
soucet mist, o ktera se mohli pohnout vSichni studenti dohromady.

(MEMO 2015)

Uloha 25. Stroj na vyméhovani mysli funguje tak, ze vzdy vyméni mysl zvolené
dvojici lidi. Tato dvojice tél si uz ale nikdy znovu nemutze pomoci stroje znovu
vymeénit mysli. Jednoho dne si n lidi hralo se strojem. Nyni by kazdy rad ziskal zpét
své télo. Dokazte, Ze pokud si na pomoc sezenou alespoii dva dalsi kamarady (kteti
jesté stroj nikdy nezkouseli), tak se jim to podafi.

(Futurama)

Uloha 26. Pro sudé n > 4 mé&jme tabulku n x n vyplnénou &sly 1, 2, ..., "727
pricemz kazdé je pouzito pravé dvakrat. Dokazte, Ze 1ze vybrat n policek takovym
zpusobem, aby bylo zvoleno pravé jedno policko z kazdého fadku i sloupce, a navic

zadna dvé vybrana policka neobsahovala stejné ¢islo.

Uloha 27. O Velikonocich hralo n hra¢t turnaj. Kazdy hral s kazdjm a nenastaly
zadné remizy. Permutaci n hraca je pomldzkovd, pokud se porédzeli cyklicky dokola.
Dokazte, ze se mohlo hrat tak, aby vzniklo alespon ;—' pomléazkovych permutaci.
Uloha 28. Dokazte, 7e kazdj konvexni mnohostén P v R? lze ziskat jako projekci
néjakého k rozmeérného simplexu v R™ pro vhodné n, k (k-rozmérny simplex je
mnohostén, ktery ma k + 1 vrchold, jejichZ vzajemné vzdélenosti jsou stejné).
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Uloha 29. Dokazte rovnost polynomt

Z 2 =1.142) QI+z+2>) ... QA+z+--+2"),
TESy

kde I(m) znad¢i pocet inverzi v pemutaci 7, tedy dvojic 1 <14 < j < n, pro ktera je
(i) > 7(j).

Nejsou cisla jako Cisla. ..

Vétsina uloh o permutacich moc nezavisi na tom, jak velkou mnozinu vlastné per-
mutujeme. Obdas je ale potfeba vyuzit i jeji velikosti, popfipad€ se zajimat i o jiné
teorieciselné vlastnosti, které po nas vyzaduje zadéani.

Uloha 30. P¥i vedefi sedi 2n lidi kolem otoéného stolu. Kazdy si objednal jiné
jidlo, ale zmateny ¢iSnik rozdal jidla ndhodné. Dokazte, Ze lze stil otocit tak, aby
alespon dva lidé méli jidlo, které si objednali.

(Brkos)

Uloha 31. Mame balicek 2n karet. Zamichani balicku zméni poradi karet z a1, as,
eeuy Gp, by, ba, ..., b, na ay, by, as, by, ..., an, b,. Urcete vSechna n takova, ze po
8 zamichanich m4 balicek karet ptivodni poradi.

(VJIMC 2014)

Uloha 32. Necht p > 2 je prvoéislo. Pro kazdou permutaci 7 = (7(1), 7(2), ..., 7(p))
prvki mnoZiny S = 1,2,...,p necht f(m) znadi pocet vSech ndsobkii prvocisla p,
které se vyskytuji mezi nasledujicimi p ¢isly: w(1), w(1) + 7 (2),...,7(1) + 7 (2) + ... +
m(p). Uréete pramérnou hodnotu f(7) uvazovanou pro vSechny permutace 7 prvku
mnoziny S. (MEMO 2012)

Uloha 33. Pron > 2 ozna¢ime permutaci ¢ mnoziny 1,2,...,n jako kvadratickou
(respektive kubickou), jestlize jsou €isla 0;-0; 41+ 1 druhé (respektive tfeti) mocniny
prirozenych ¢isel pro vSechna i od 1 do n — 1. Dokazte, Zze pro nekone¢né mnoho n
existuje kvadratické permutace, ale pro zadné n neexistuje kubicka.

(Irdn TST 2014)

Uloha 34. Permutaci (a1, as, ..., a,) mnoziny (1,2, ...,n) nazveme ¢tvercovou, po-
kud je mezi ¢isly a1, a1 + as, ..., a1 + as + ... + a, alespon jedna druhd mocnina
prirozeného ¢isla. Najdéte vSechna prirozend n takova, Ze jsou vSechny permutace
mnoziny (1,2,...,n) ¢tvercové.

(Irdn TST 2002)
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Parita!

Nyni si ukazeme trikovy invariant, ktery je zachovavan pii riznych zapisech néjaké
permutace, zvany parita permutace. Hezké na ném je to, ze jde zjistit hned néko-
lika riznymi zptisoby. Tato na prvni pohled hrava tvrzeni maji pomérné hluboké
disledky.

Lemma 35. (Parita transpozic) Méjme pevnou permutaci o rozepsanou jako slo-
zeni n transpozic. Potom parita n nezavisi na konkrétnim rozepsani.

Definice. (Znaménko) Pro permutaci o uvazme jeji libovolny rozklad na n trans-
pozic. Pak definujeme jeji znaménko (neboli paritu) jako sgn(o) = (—1)".

Lemma 36. Pro libovolné permutace o, ™ na stejné mnoziné plati
sgn(o) - sgn(w) = sgn(o o).

Lemma 37. Pro permutaci o uvazme jeji rozklad na disjunktni cykly, dale oznacme
k pocet téchto cyklt, které maji sudou délku. Potom sgn(o) = (—1)*.

Lemma 38. Inverzi v permutaci o na mnoziné 1,2,...,n oznac¢ime libovolnou
dvojici prvki této mnoziny i, j, které spliiuji i < j a zaroveii o(i) > o(j). Pocet
riiznych inverzi v permutaci o ozna¢me I. Potom sgn(o) = (—1)".

Lemma 39. Uvazme funkci f, které kazdé permutaci z Sx pfifadi 1 nebo —1.
Navic pro libovolnou dvojici takovych permutaci o, T plati f(o o 1) = f(o) - f(7).
Potom bud f je konstantné 1, nebo f = sgn.

Uloha 40. Pro piirozené n > 2 spoététe pocet sudjch permutaci n-prvkové mno-
ziny.

Uloha 41. Je dan &tvereckovany hraci plan 4 x 4. Na ¢tvercich planu jsou ndhodné
rozmisténa ¢isla 1,2,...,15, kazdé pravé jednou. Posledni pole je volné. V kazdém
tahu mtzeme zvolit jedno z poli, ktera sousedi stranou s volnym polem a pfesunout
¢islo, které obsahuje, do volného pole. Hru vyhrajeme pravé tehdy, kdyz se ndm po
koneéném poctu krokti povede sefadit vSechna éisla postupné po fadcich (a pravy
dolni étverecek ztstane prazdny). Rozhodnéte, zda vZdy umime vyhrat.

Uloha 42. Jaka je pravdépodobnost, ze hru z pfedeslého ptikladu umime vyhrat,
dostaneme-li na zacatku nahodné rozmisténi ¢isel 1, 2, ..., 157

Uloha 43. Pro piirozené &slo n uvazme mnozinu S viech permutaci na n prvcich.
Elsa a Anna hraji nasledujici hru. Kazd4 z nich ve svém tahu vybere jednu permutaci
z S, kterd doted nebyla zvolena. Pokud lze pomoci sklddéni a invertovani vybranych
permutaci vyrobit vSechny permutace z S, hra koné¢i a hraé, ktery hréal posledni,
prohrava. Elsa pfitom hraje prvni. Pro kterd n ma Elsa vyhravajici strategii?
(IMC 2012)
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Uloha 44. Dokaizte, Ze pro libovolnou n-tici redlnych ¢isel a1, as, ..., a, plati
identita
n
i—1
Z sgn(m) H a;(i) = (a; — a;).
TES, i=1 1<i<j<n

A co na to teorie Cisel?

Pojdme si na zavér j$té 1épe demonstrovat silu permutaci v teorii ¢isel. Od snadnych
tvrzeni se kouzelné dostaneme az k samotné reciprocité.

Lemma 45. (Mald Fermatova véta) Pro prvocislo p a ¢islo a, které neni délitelné
p, plati a?~! =1 (mod p).
Lemma 46. (Eulerova véta) Pro pfirozené n oznacme ¢(n) pocet pfirozenych ¢isel
m < n, kterd jsou s nim nesoudélna. Potom pro libovolné a, ktera je nesoudélné s n,
plati a*™ =1 (mod n).
Lemma 47. (Cinsk4 zbytkova véta) Pro n-tici po dvou nesoudélnych ¢isel ay, as,
..., ag a libovolna cela by, ba, ..., by existuje pravé jedno cislo 0 < x < aias...ag,
které dava po déleni c¢islem a; zbytek b; pro vSechna i € 1,2,...,k.
Definice. (Legendretiv symbol) At p je prvoéislo, a celé éislo. Potom definujeme
Legendretiv symbol jako
0, pokud p|a,
a

<> =< 1, pokud a je kvadraticky zbytek modulo p,
P —1, pokud a je kvadraticky nezbytek modulo p.

Nyni si jesté rozmyslime jedno lemma bez pouziti permutaci, potom uz permutace
budou vsude.

p—1

Lemma 48. (Eulerovo kritérium) Pro prvocislo p > 3 a a celé plati (a) =az .
p

Lemma 49. (Gaussovo lemma) Méjme prvocislop > 3 a a libovolné celé. Ozna¢me

m pocet ¢isel a, 2a, ..., ”2;1(1, jejichz zbytek modulo p je ostie vétsi nez %. Potom

a
— | =(-1)™.

(5)

Lemma 50. (Zolotarevovo lemma) Pro prvocislo p > 3 a a nesoudélné s p plati
a

( = sgn (), kde m, znadi permutaci indukovanou na zbytcich modulo p néso-
p

benim c¢islem a.

Lemma 51. (Kvadraticka reciprocita) Pro prvodisla p, ¢ > 3 plati vztah
p q (p=1)(g=1)
2. (E) = (=1 1 .
< q ) (p) =1)
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Navody

3. Prvni prvek lze vybrat n zptsoby, druhy n — 1 zptsoby atd., az posledni jednim
zpusobem.

4. Indukci podle poctu ¢leni je to ziejmé.

5. Vyjdéte na prochazku z néjakého prvku, ¢asem se nutné musite vratit. Tim jste
nasli jeden cyklus.

6. Rozmyslete si, ze libovolny cyklus umite zapsat jako slozeni transpozic.

7. Staci vzit nejmensi spoleény nasobek délek vSech jejich cykli.

8. Presné 8! zpusoby, protoZe pozice vézi postupné ve sloupcich zleva doprava
odpovidaji permutaci osmiprvkové mnoziny.

9. Rozepiste si ¢isla na soucet Ffadkové a sloupcové ¢asti, kazdou z nich miizete
naséitat zv14st.

10. Méjme kn ruznych mickt k barev a n tvard. Kolik riznych posloupnosti vSech
mick muzeme vytvorit, pokud nas zajimaji pouze jejich tvary?

11. Sestrojte vSechny permutace na n prvcich takovym zptsobem, aby pravdépo-
dobnost skutecné nezavisela na k. Co tieba pridavat ¢isla postupné?

12. Jeto ”TH Sparujte permutace do dvojic podle sméru ¢teni.

13. Permutace si predstavujte jako posloupnosti kulicek n barev, pricemz kazda
barva je pouzita dvakrat. Dvé kulicky stejné bary vedle sebe lze splacnout do jedné.
Spatnjch posloupnosti je stejné jako dobrych, ve kterjch doslo k jednomu splacnuti.

14. Rozmyslete si, ze kazdé takové obarveni odpovida néjakému sefazeni cisel 1, 2,
..., n, které jednoznacné urcuje barvy Sipek a naopak. Barvy jsou sméry.

15. Pouzijte princip inkluze a exkluze podle poctu.

16. (2,1,2,1,2,1,3,3) = (6,3,5,2,4,1,8,7)

17. Pouiije princip inkluze a exkluze, i-ty ¢len odpovidé poctu moznosti, jak udélat
nepermutaci pouze s vyuzitim ¢ prvka z n-prvkové mnoziny.

18. Induktivné dokazte, Ze takové permutace mohou nanejvys prohazovat néktera
sousedici ¢isla. Posléze si uvédomte, jak se mnozi kralici.

19. Staci vzit n — 1 transpozic vedlejsich tcastniki. Ukazte, ze z nich uz lze vyge-
nerovat vSechny transpozice, méné trivialné nestaci.

20. Vézni si mohou oznacit Supliky svymi jmény. Jména v Suplicich jsou permutaci
jmen na nich. Vézen se vzdy otevie ten Suplik, na ktery ukazuje jméno z predchoziho.
Rozmyslete si, ze neuspéji pravé tehdy, kdyz zminéna permutace obsahuje cyklus
délky alespon n + 1. pravdépodobnost takového jevu je ale celkem mala.

21. Takové permutace musi mit jeden cyklus délky n. Néjakym prohozenim se zacit
musi, dal uz stac¢i indukce.

22. Vezméte to indukci ze spravného konce, vyjde 271,
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23. Rozmyslete si, jakym zptisobem se permutace mohou skladat na jednotlivych
prvcich. Posléze si permutaci rozlozte na nezavislé cykly a v zavislosti na n modulo
4 dopoctéte, jak to dopadne.

24. Dokazte, ze optimum nastavé, tfeba kdyz se poradi studenti otoci. Vhod-
nym prepojovani cykll staci ukazat, ze se pfi optimalni konstrukci prohodil prvni a
posledni student (popf. miiZete sumu piepsat s uzitim minim pdvodnich a novych
pozic).

25. Postupujte po cyklech, rozmyslete si, jak prejdete z jednoho na jiny a jak ten
posledni dokonc¢ite. Prohozeni dvou novych lidi si Setfete na konec.

26. Kazda takova volba odpovidd néjaké permutaci. Odhadnéte shora pocet per-
mutaci, které obsahuji néjaka dveé policka se stejnymi ¢isla a ukazte, Ze je ostie mensi
nez n!.

27. Vezméte vSechny takové turnaje a shora odhadnéte pocet nepomlazkovych
permutaci ve vSech dohromady. Z toho vyplyne, Ze pomlazkovych je v priméru
alespon tolik, jako zadany zlomek.

28. Divejte se na soufadnice bodi. Prvnich d slozek vyplitte soufadnicemi vrchold
P (P pak bude nutné projekci naseho simplexu). Zbyva pridat libovolny koneény
pocet soutadnic tak, aby byly vzdélenosti vSech vrcholid stejné. Co je na svété nej-
symetric¢téjsi? Permutace!

29. Postupné pridavejte ¢isla 1, 2, ..., n. U i-tého mate ¢ moznosti, ty pridaji
néjaky poret inverzi.

30. Predpokladejte, ze kazdé jidlo je posunuté o jiny pocet mist ve zvoleném sméru
modulo 2n. Dojdéte ke sporu porovnanim souctu pozic mist a jidel modulo 2n.

31. Odcislujte si vSechny karty kromé posledni ¢isly modulo 2n — 1 a lépe popiste
definované zobrazovani.

32. Scitejte pocet vyhovujicich k-tic pfes k. Pro k # p si permutace rozdélte do
vhodnych skupinek po p permutacich tak, aby v kazdé skupince vyhovovala praveé
jedna. Znalost Cinské zbytkové véty vyhodou.

33. Pro kvadratické permutace stac¢i vyuzit identitu (i — 1) x (i +1) = i> — 1 a
zkonstruovat je. Pro kubické uvazujte nejvétsi mocninu dvojky mensi rovnou n, ta
by musela délit 22 —1 pro né&jaké z, rozkladem polynomu a snadnymi odhady dojdéte
ke sporu s existenci dostate¢né malého souseda.

34. ReSenim jsou vskutku pouze ta Spatnd n, pro které je w ¢tverec. Pro
ostatni ¢isla si posloupnost (1,2, ...,n) rozstiihejte na tuseky mezi Spatnymi ¢isly a

vymyslete, jak je na rozstfihnutych mistech pozménit.
35. Jak se zméni pocet cyklt permutace, vynasobime-li ji libovolnou permutaci?
36. Pocet transpozic se s¢ita, stejné jako parita.

37. Rozmyslete si, jak rozlozit cyklus délky n na n — 1 transpozic.
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38. Kazdou permutacina 1,2,...,n jde rozepsat jako slozeni transpozic sousednich
prvki. Parita poc¢tu prohozeni dvou konkrétnich ¢isel odpovida tomu, jaké je potom
jejich vzajemné poradi.

39. Ukazte, Ze f je jednozna¢né urcena hodnotou na jediné transpozici w. Rozmys-
lete si tedy, jak napsat libovolnou jinou transpozici tak, aby jeji znaménko zaviselo
pouze sgn (7). Je nutné rozebrat dva pfipady podle toho, kolik m4a hledand transpo-
zice spole¢ného s 7.

40. Je jich presné polovina. Staci poparovat sudé a liché permutace do dvojic,
tfeba sloZzenim s pevnou transpozici.

41. Neumime. Kazdému stavu hry odpovida jedna permutace 16-prvkové mnoziny.
Obarvéte plan Sachovnicové a divejte se, jak souvisi barva volného policka s paritou
permutace.

42. Opravdu je to %, ale je to mirné technické. Nakreslete pfes hraci plan hada,
permutace posuzujte podle pofadi neprazdnych poli na ném (pohyb prazdného po-
licka po hadovi toto pofadi neméni). Zbyva dokizat, ze vSechny pohyby prazdného
policka mimo smér hada uz nageneruji vSechny sudé permutace.

43. Priipady n € 2, 3 rozeberte zvlast. Pro n > 4 vhodné pouzijte paritu a symetrii,
které hraji ve prospéch Anné. Je opravdu nutné davat pozor, abyste nenagenerovali
celou S moc brzy.

44. Suma na levé strané je determinant vhodné matice a plati pro néj hodné pék-
nych vztahd. Pro pfehlednost je dobré napsat si do n fadkt Sachovnice n x n vze-
stupné mocniny jednotlivych ¢isel a;.

45. Vynasobenim v8ech nenulovych zbytkl jednim (pevnym) dostaneme jejich per-
mutaci. Okamzité proto (p — 1)! = a?~1(p — 1)! modulo p.

46. Udélejte to samé, jako pri dikazu Malé Fermatovy véty, uvazujte ale pouze
zbytky nesoudélné s n.

47. Tvrzeni sta¢i dokdzat pro dvé nesoudélna ¢isla a1, as. Nasobeni ¢isel modulo
a1 Cislem ay je pouze propermutuje. Vezméte spravny zbytek modulo a; a zkuste
k nému nasobky a; pricitat.

48. Pro kvadratické zbytky tvrzen plyne z Malé Fermatovy véty. Pro nezbytky se
zamyslete, kolik nejvyse kofeni mize mit polynom stupné % nad zbytky modulo
.

49. Nésobeni a zbytky permutuje, pfevedte problém na Eulerovo kritérium.

50. Rozmyslete si, ze obé funkce davaji pro pevné p oba vysledky —1, 1 a navic jsou
obé& multiplikativni. Ze pro kazdé p dava permutace indukované néjakym avysledek
—1 plyne z existence primitivniho prvku. S pomoci primitivniho prvku si snadno
rozmyslime, ze jsou obé funkce stejné.

51. Uvazujte tabulku m x n a permutaci odpovidajici rozdani karet po radcich a

jejich nasledné sesbirani po sloupcich. Specialné se divejte na jeji znaménko (které

odpovidd znaménku ze vztahu pro kvadratickou reciprocitu). Tuto permutaci lze
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navic z Cinské zbytkové véty elegantné rozlozit na soucin dvou permutaci, jejichz
znaménka budou odpovidat soucasné permutovani prvki modulo m nasobenim n (a
naopak). Dokoncete Zolotarevovym lematem.

Literatura a zdroje

[1] Art of Problem Solving, https://artofproblemsolving.com/

[2] Mirek Olgak: Kombinatorické nepocitani, iKS

[3] Matt Baker: Zolotarev’s magical proof of the Law of Quadratic Reciprocity
[4] Matousek, Nesetfil: Kapitoly z diskrétni matematiky

A dalsi zdroje napfi¢ internetem.
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Burnsideovo lemma

VIKI NEMECEK

ABSTRAKT. Kombinatoricka tloha casto zada spocitat mnozstvi rtiznych obarveni,
usporadani a podobné. Takové kalkulace jsou predmétem bézné stiedoskolské vy-
uky. Potiz vSak nastane, jakmile je k Gloze dodatek: ,,Obarveni lisici se pouze otoce-
nim/preklopenim/posunutim povazujeme za identickd.“ A préavé Burnsideovo lemma
dava nastroj, jak se s timto vyporadat. Na rozdil od béznych prednasek o Burnside-
ové lemmatu se tento prispévek snazi minimalizovat pouzivani pojmu z teorie grup a
nahradit je pojmy pokud mozno pfirozenymi.

Umluva 1. Neni-li feCeno jinak, zanedbavame pouze otaceni s predmétem — nikoli
preklapéni ¢i jiné apravy.

Netieba jit s kanébnem na vrabce

Ne ve vSech pripadech je vhodné lemma pouzit — nékdy je jednodussi si rozmyslet
vsechny moznosti a situaci Sikovné zjednodusit.

Uloha 2. Kolika zpiisoby mtizeme pfitadit sténam krychle &isla 1 az 6 (kazdé pravé
jednou) tak, aby soudet hodnot protilehlych stén byl vzdy roven sedmi?

Uloha 3. Kolik je moznosti, jak obarvit stény krychle dvéma barvami?
Uloha 4. Kolik existuje neizomorfnich grafii na ¢tyfech vrcholech?
Uloha 5. Kolik existuje rtiznych siti krychle?

Uloha 6. Ma vice siti krychle, nebo pravidelny osmistén?

Uloha 7. Kolik je moZnosti, jak obarvit vrcholy krychle dvéma barvami?

Terminologie

Definice. Obrdzek! je jedna ,kombinace“, u které zatim nic nezanedbévame. Tedy
pét raznych obrazkt muze vypadat naptiklad takto:

1V odborné literatuie se typicky jedna o prvek mnoziny X.
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Definice. Pohyb vezme obrazek a udéla z néj (typicky jiny) obrazek — je to tedy
funkce, ktera zobrazi mnozinu obrazkt do mnoziny obrazku. Napfiklad prvni ¢tverice
obrazkt z pfedchoziho prikladu vznikd postupné aplikovanim pohybu ,,Oto¢ o 90°
proti sméru hodinovych rucicek.“ Mnozina G vSech uvazovanych pohybi (téch, které
chceme zanedbat) musi tvofit grupu, coZ znamena:
(i) Kdykoli slozime (provedeme po sobé) dva pohyby z G, dostaneme opét pohyb
z G.
(ii) V G musi existovat nepohyb — pohyb, ktery vSe neché na misté.
(iii) Pro kazdy pohyb p € G existuje opa¢ny pohyb p~1, ktery pii slozeni (v kte-
rémkoli pofadi) s ptivodnim pohybem p dé nepohyb.

Definice. Predmét? je typicky to, co chceme spoéitat — v podstaté totéZ co obra-
zek az na to, ze predméty liSici se jen néjakym pohybem povazujeme za identické.
Napriklad prvni ¢tyfi obrazky z prikladu odpovidaji tomu samému predmétu.

Jdeme zanedbavat pohyby
Uloha 8. Kolik riiznych nahrdelniki (v roviné) je mozné vytvoiit z Sesti cernych
a sedmi bilych koralku?

Uloha 9. Kolika zptisoby mtiZzeme nakreslit Sipku smérem k jedné hrané na kazdou
z 26 stén ndsledujiciho télesa (krychle se sefiznutymi hranami a vrcholy)?

N
&

Uloha 10. Na $piz miizeme napichnout vzdy maso, slaninu, nebo cibuli — celkem
napichneme deset kouski. Kolik existuje riznych $pizt (konce Spejle jsou nerozlisi-
telné)?

Uloha 11. Kolik bude nahrdelniki z tlohy 8, pokud zanedbame i pieklapéni?

2V odborné literatufe se pouzivad pojem orbita.
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S kandnem na draka
Taky vam vychézi ... ?

Lemma. (Burnside) Pro pohyb p ozna¢me S, mnozinu vSech obrdzki odolnych
viici p (tedy pevnych bodii p). Pak pocet piedmétii spocteme jako

1
@l > 1Sl

peG

Uloha 12. Kolik nahrdelniki vyjde v tiloze 8, budeme-li mit k dispozici dvanéct
¢ernych a dvanact bilych koralka?

Uloha 13. Kolika zptisoby mtizeme obarvit poli¢ka nekoneéného étvereckovaného
papiru dvéma barvami tak, aby policko [z, y] mélo vZdy stejnou barvu jako policka
[ £9,y] a [z,y £ 9]? Obarveni liici se pouze posunutim (avsak nikoli oto¢enim ¢i
preklopenim) povaZzujeme za totoZna.

Uloha 14. O kolik se zvétsi vysledek alohy 9, pokud budeme

(i) trojuhelnikové stény barvit jednou ze t¥i barev namisto kresleni Sipky,
(ii) ¢étyrahelnikové stény sousedici s trojihelnikovymi barvit étyfmi barvami na-
misto kresleni Sipky,
(iii) étyithelnikové stény nesousedici s trojuhelnikovymi barvit ¢tyfmi barvami
namisto kresleni sipky?

Uloha 15. Kolik je moznosti, jak obarvit pravé patnéact z t¥iceti hran dvacetisténu?

Uloha 16. Pro vSechna piirozena ¢isla N a n dokazte, ze n déli Y oreq Need(nk)
kde ged(a, b) znaci nejvétsi spoleény délitel a a b.

Navody

2. 2

3. 10

4. 11

5. 20

6. Sté&jné (d4 se popsat bijekce).
7. 30

8. (/13

9. 2%.37

10. (39+3%) /2
1. () +13(5)) /26

12. () + () +2(0) +2(3) +2() +8) /24



BURNSIDEOVO LEMMA

13. (28! +8-227 +72.29)/81
14. (i) 212-33, (ii) 214 - 3%, (iii) 26 - 32 + 213 .34
15. ((13) +20(5) +24(3) +30(%)) /60

Literatura a zdroje

Tento prispévek je takika beze zmén prevzat od Mirka Olsdka, ktery jej vytvofil na
soustfedéni v Zisadé (2014) a kterému timto dékuji (a toto podékovani je zkopiro-
vané zpod jednoho Davidova piispévku).
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AG nerovnost

MARIAN POLJAK

ABSTRAKT. V prispévku jsou obsazena zakladni i pokro¢ild uziti AG nerovnosti.

Uéinné pouzivani nerovnosti patii k zédkladnim dovednostem ¢lovéka téastniciho
se matematickych soutézi. Prestoze je tento text zaméfen priméarné na feSeni nerov-
nosti, soustavy rovnic jsou s jejich pomoci také casto hracka a silné odhady nezridka
vytesi i nealgebraickou tlohu. Jednou ze (dvou) stéZzejnich nerovnosti, je nerovnost
mezi aritmetickym a geometrickym priimérem (zkracené AG nerovnost). V této dvoj-
prednésce se s ni seznamime a ukazeme si vSechny mozné nekalé triky, které s ni

mizeme provadét.

Véta 1. (AG nerovnost) Pro libovolnd nezéporna Cisla xy,xa, .. ., x, plati

Ty +Tp+- -+ Ty
n

2 Y1 To Ty

Poznamka 2. Rovnost nastava pravé tehdy, kdyz existuje > 0, Ze x1 = x9 =
e e = xn.

Priklad 3.

(1) a® + b > 2ab,
2) (a+b+o)(t+3+1)>09,
(3) 223 +y3 > 32%y.

Cviceni 4. (Zékladni figle.) Pro x,y, z kladnd dokazte:

(1)

T+

(2) 23 +y® + 23 > 3ayz,

(3) 22 +2>3,

(4) Z +y+2 >3z,

(B) y+4+3=3

(6) 2(z +y+2)(@? +y? + 2%) > 23 + 3 + 23 + 152yz,
Z x Yy

(M 2+ 7+4=2
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AG NEROVNOST

Priklad 5. Necht a,b jsou kladn4 redlnd ¢isla takové, Ze a > b. Najdéte minimum
vyrazu
1
=)
Pfiklad 6. Najdéte vSechna kladnd reélnd feseni (a, b, ¢, d) splitujici a+b+c+d =
12 a abed = 27 + ab + ac + ad + be + bd + cd.

Scitani AG nerovnosti a michani cleni

Jak jste si mozna vsimli, vétsina dosud dokazovanych nerovnosti méla spoleénou
jednu véc — ¢lentl na jedné strané nerovnosti bylo hodné, zatimco na druhé strané
jeden. To samoziejmé (pfi letmém pohledu na AG nerovnost) neni ndhoda. Co kdy-
bychom ale chtéli AG utilizovat i pro boj s nasledujici nerovnosti?

m3+y3+z3 szy—i—yzz—i—zzx

Neni tézké ovéfit, ze nerovnost (konkrétné jeji trojnasobek) miizeme ”namichat”
sou¢tem nerovnosti 223 4+ y3 > 322y a jejich cyklickych zadmén.
UkaZme si, jak na spravné namichéni prijit!

Priklad 7. Dokazte, Ze pro kladné realnd x,y, z plati
x3y + y3z + 2%z > x2yz + y2zx + 2:2(Ey.

Cviceni 8. (Michaci.) Pro z,y, z kladnd dokazte (a urcete, kdy nastéava rovnost):

1) 2?2+ y2+22>ay+yz+ 2z

( y y+y :

(2) a* +yt + 2% > 23y + P2 + 22,

(3) xty +ytz + 2tr > 2%y?z + 2220 + 222y,
2

4 Z+L 42 >aty+e,

(5) " +1> 2% + 23,

3

(6)

m—+y—3+z—3>xy+yz+zm.
Y z r =

Posledni cviceni ukézala, ze rozlozit nepiijemnou nerovnost na soucet nékolika
lehéich nerovnosti muze casto vést k feseni. Musime si vSak dat pozor na to, aby
tyto leh¢i nerovnosti platily. Pojdme si techniku ”Rozdél a panuj!” ukdzat na rtz-
norodéjsich prikladech!

Priiklad 9. Dokazte, Ze pro kladnd realnd x,y, z plati
A+ b+ +6>3(a+b+c).
Priklad 10. Dokazte, ze pro kladna redlna x,y, z plati

(@ +y)(y +2)(z + z) > Bryz.
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Priklad 11. Pro a,b,c > 0 dokazte nerovnost
2

glatbtc)> Vab + Vbe + Yea — 1.

vvvvv

razy. Abychom se v Upravach neztratili, vyzbrojime se znakem tzv. cyklické sumy.
Funguje to n&jak takto: chc a=a+b+c, chc xy? = 2y® +yz? + z2?. Naptiklad
jedno z prvnich cviceni lze zapsat nasledovné:

2 Zm Z(L’Q 22x3+15xyz.

cyc cyc cyc

Lehké odhady na tézké nerovnosti

Asi nejvétsi vyuziti AG nerovnosti spoc¢iva v tvorbé odhadt, ”mezivyrazi”, které
vypadaji rozumnéji nez leva a prava strana a které se mezi né proto pokousime
vklinit. Mnohdy je vztah mezi levou a pravou stranou nerovnosti natolik slaby, ze
i ne moc dobry odhad tlohu vyfesi. U tézsich nerovnosti jsou silné odhady casto
nutnosti (jejich pouzivani vyzaduje notnou davku praxe). Oboji si ukazeme.

Priklad 13. Pro a,b,c > 0 dokaZte nerovnost

1 1

- < —
E: 3 3 =

cyca + b3 +abc ~ abe

Poznamka 14. (Nendpadnd, ale dilezitd.) Pfi dokazovani neostrych nerovnosti
ma smysl pouzivat pouze takové odhady, u kterych se zachovaji pfipady rovnosti.

Priklad 15. Pro a,b,c > 0 dokaZte nerovnost
(a® —a®+3)0° —b* +3)(c® = +3) > (a+ b+ ).

(USAMO, 2004)

AG vs. zlomky

Na tilohy se zlomky je vétsinou silnou zbrani Cauchyho-Schwarzova nerovnost (druha
ze stéZzejnich nerovnosti). Nicméné i AG lze na zlomky pouZit pfekvapivé dobie —
stadi secist zlomek s jeho jmenovatelem (funguje zejména u slabsich nerovnosti). Pti
feSeni nezapomernme na poznamku o rovnosti!

Priklad 16. Pro a,b,c > 0 dokaZte nerovnost

a® v A
—+—+—=2>atb+ec
bc  ca ab
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Priklad 17. Dokazte, ze pro kazda a, b, ¢ > 0 plati

3

Z a >a—|—b+c
e (a+b)(a+c) — 4

Priklad 18. Pro a,b,c kladnd dokazte

Z a® >a+b+c
cycb(2c+a)_ 3

Ulohy na procvi€eni (trividni aZ stfedné obtizné)

Uloha 19.
Uloha 20.

Uloha 21.
Uloha 22.

Uloha 23.

plati

Uloha 24.

Uloha 25.

Uloha 26.

Urcete vSechna kladna redlna z,y, z spliujici x +y + 2 = 6 a zyz = 8.
Dokazte, ze pro kazdé pfirozené n > 1 plati
<1+2+~~+ i >n> n
2 3 n+1 n+1
Dokazte, ze pro 0 < a < b < ¢ plati (a + 3b)(b + 4c)(c + 2a) > 60abe.

Dokazte, ze pro kladna realna x,y, z plati

22+ 22> a2+ 22+ yVa? + 22

Ukazte, ze pro kazdou trojici kladnych cisel a, b, ¢ splnujici abc = 1

> wTiTs s
5 5 -
e @ + b% + ab

(IMO shortlist, 1996)
Dokazte, ze pro kladna realna a, b, ¢ spliujici a + b + ¢ = 3 plati
a’bet < 1.
Dokazte, ze pro a,b,c > 0 spliujici abc = 1 plati
3

a 3
2 iTaain 21

cyc

Na kazdé strané ¢tverce o strané 1 zvolime bod. Tyto body vytvori

¢tyfahelnik o stranach a,b, c,d. Dokazte, ze plati 2 < a2 + b2 + 2 +d?> < 4 a
2v2<a+b+ct+d<4

Uloha 27.

Dokazte, ze pro a,b,c > 0 plati
a b c\? 1 1 1
—+-+-) Z(a+b+o)(-+-+-].
b ¢ a a b ¢
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Tézsi alohy
Uloha 28. Pro a,b, ¢ kladna plati a + b + ¢ = 1. Dokazte, Ze

w/alfablfbclfc S

W =

(Rakousko, 2008)
Uloha 29. Necht a, b, ¢ jsou kladna redlné a plati a 4+ b+ ¢ > 6. Najdéte minimum
vyrazu
9 a
2 e
cyc cyc B te+l
(Uzbekistdn NMO)

Uloha 30. Ukaizte, Ze pro kazdé pfirozené n a kazdou n-tici kladnjch realnjch
Cisel x1,xa,...,x, plati

(1+x1)(1+x1+9:2)~~~(1+x1+:z:2+~~~+xn)2\/(n+1)”+1x1:172...xn.

(35. roénik MKS, finalni myS$mas)
Uloha 31. Nechf a,b,c >0 a a+ b+ c = 1. Dokazte, e plati

3
Za2+2622.
cyca + bc

Uloha 32. Necht n > 2aasy,as, ... ,a, jsou kladna realna ¢isla splitujici podminku
asas - - - an, = 1. Dokazte, Ze plati

(1+a2)*(1 +a3)®--- (1 +a,)™ >n"

(IMO 2, 2012)
Uloha 33. Necht a,b,c > 0 a abc = 1. Dokazte, Zze plati

2b 2c

a
> 9.
b2+c2+a2+02+a2+62 -

at+ v+t +a+bte+

Uloha 34. Mgéjme ostrothly trojihelnik ABC a jemu opsanou kruznici se stiedem
O a polomérem R. Ozna¢me D druhy prusecik pfimky AO s kruznici opsanou BOC,
E druhy prusecik pfimky BO s kruznici opsanou AOC a F druhy prusec¢ik pfimky
CO s kruznici opsanou AOB. Dokazte

|OD| - |OE| - |OF| > 8R3.
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Uloha 35. Necht a,b,c > 0 a abc = 1. Dokazte, Ze plati

a b 2 b2 2
n n c _a + —l—c-
20+c2  2c+a?  2a -+ b2 3

Uloha 36. Nechf a,b,c > 0 a plati

1 1

1
a+b+C:$+b72+c72'

Dokazte, ze plati

2a+b+c)> V7a2b+1+ V102c+ 1+ V7 + 1,

a urcete, pro které trojice (a, b, c) nastava rovnost.

Uloha 37. Necht a,b,c >0 a a+ b+ c= 1. Dokazte, ze plati

Z\/a2+abc< 1
o c+ab ~ 2v/abe

Literatura a zdroje

[1] Michal Rolinek, Pavel Salom: Zdoldvdni nerovnosti, Univerzita J.E. Purkyné,
2012.
[2] Samin Riasat: Basics of Olympiad Inequalities.
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Extremalni princip

MARTIN SYKORA

ABSTRAKT. Prfispévek obsahuje nékolik pfikladd vhodnych na procviceni jedné ze
zékladnich dikazovych metod — extremalniho principu.

Extremalni princip je zakladni dikazovou metodou. Spociva v tom, Ze nalezneme
néco, co je v néjakém slova smyslu maximalni (nebo minimélni) a zamyslime se,
co z toho vyplyva. Velmi ¢asto kombinujeme extremalni princip s diikkazem sporem.
Napftiklad uvazime nejdelsi tisecku a ukézeme, ze pak by musela existovat i néjaka
delsi, ¢imz ziskdme spor. Pojdme si ukdzat pouziti extremalniho principu na tloze.

Uloha. V nekoneénych rovinatych tajgach severniho Arendellu rostou v pravidelné
Ctvercové siti zakrslé smrky, pricemz vyska kazdého je primérem vysek vSech Ctyr
kolem stojicich stromi. Pokud vysky nabyvaji pfirozenych hodnot, ukazte, zZe jsou
stromy stejné vysoké.

Reseni. (Néaznak) Protoze vysky stromt jsou pfirozené, existuje (ne nutné jeden)
strom s nejmensi vyskou. Néjaky takovy si vyberme a oznac¢me S. VSichni ¢tyfi
jeho sousedi musi mit vysku stejnou nebo vyssi. Kdyby byl ale néjaky vyssi, vyska
stromu S by nebyla primérem vysSek okolnich stromu. Proto vSichni jeho sousedi
maji stejnou vysku jako S. Indukci pak snadno ukézeme, Ze vSechny stromy jsou
stejné vysoké.

Nyni se mizeme pustit do samostatného pocitani.

Piiklady

Priklad 1. Olaf dokézal, Ze prvocisel je koneéné mnoho. Ukazte, Ze se spletl.

Priklad 2. Mésta na Jiznich ostrovech jsou vystavena v takovych rozestupech, ze
trojtihelnik s vrcholy v libovolnych tfech méstech mé rozlohu mensi nez 19 000 km?.
Ukaizte, ze vechna mésta se vejdou na plochu mensi, nez ma Ceské republika.’

v

Priklad 3. Na Jiznich ostrovech je koneéné mnoho vézi, pficemz kazda ptimka,
ktera prochéazi skrz dvé véze, prochéazi i néjakou tieti vézi. Ukazte, Ze véze lezi v jedné
primce.

IDokonce se vejdou na trojuhelnikovou plochu mensi nez 76000 km?.
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Priklad 4. Hans dal sluzebné za kol najit aspoii jedno celoéiselné feSeni rovnice
a? +b? = 3(c? + d?). Pomozte ji a najdéte dokonce vSechna takovéa fesen.

Priklad 5. V Arendellu jsou vSechny silnice jednosmérné a kazdd dvé mésta jsou
spojena pravé jednou silnici. Ukazte, ze existuje mésto, do kterého se da dostat
z kazdého jiného bud pfimo, nebo po dvou silnicich.?

Priklad 6. Na Elsiné korunovaci se kazdy pohédal nejvyse se tfemi lidmi. Je mozné
ucastniky slavnosti rozdélit do dvou skupin tak, aby kazdy mél ve své skupiné nejvyse
jednoho jiného cloveéka, se kterym se pohadal?

Priklad 7. Sedm konsSeli z Jiznich ostrovi sedi kolem kruhového stolu. Kazdy
pred sebou mé pohér s mlékem. Dohromady maji mléka t¥i litry. Nejdiiv prvni
z nich vstane a rozdéli své mléko rovnomérné mezi ostatni. Pak postupné, proti
sméru hodinovych rucicek, totéz udélaji i zbyvajici konselé. Kdyz skonc¢i, ma kazdy
z nich tolik mléka, kolik mél na zacatku. Kolik to je?

Priklad 8. Anna s Kristoffem hréli 3D Sachy a pfitom je napadla otazka, kolik
nejméné vézi je potieba, aby ohrozovaly vSechna policka Sachovnice n x n x n. Kolik
to je?

Priklad 9. Mésta v Arendellu nelezi na jedné piimce. Ukazte, Ze pak existuje
primka, kterd prochazi jen pres dvé z téchto mést. Platilo by to, i kdyby bylo mést
nekone¢né mnoho?

Priklad 10. Olaf dokéazal, Ze prvocisel ve tvaru 6n — 1 je koneéné mnoho. UkazZte,
Ze se spletl.

Priklad 11. V Arendellu je n hradi a n studen. Vojensky analytik rozhodl, Ze
by bylo vhodné kazdy hrad spojit s jednou studnou pfimou cestou aniz by se cesty
krizily. Je mozné toto provést?

Priklad 12. Po drtivém utoku Jiznich ostrovil na americky Pentagon byla pod-
stava této budovy zdeformovana do tvaru obecného konvexniho pétithelniku.
Ukazte, ze i tak z ni lze vybrat t¥i Ghlopficky, z nichz lze vytvorit trojihelnik.

Priklad 13. Ukaite, ze kazdy mnohostén mé alesporni dveé stény se stejnym poctem
hran.

Priklad 14. Elsa namalovala na rovinné platno n > 3 pfimek takovych, ze zadné
dvé z nich nejsou rovnobézné a prisecikem kazdych dvou prochazi i tfeti primka.
Ukazte, ze se pak vSechny protinaji v jednom bodé.

Literatura a zdroje

[1] Arthur Engel: Problem-Solving Strategies, Springer, 1997.
[2] Al¢a Skélova: Extremdlni princip, Blansko-Obirka, 2011.

2Navic, pokud se do zadného mésta neda dostat piimo, takova mésta jsou aspoii t¥i.
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Goniometrické substituce

MARTIN SYKORA

ABSTRAKT. V pfispévku jsou uvedeny zakladni vlastnosti geometrickych funkci a
ptiklady vhodné na nacvik techniky goniometrickych substituci.

Na pfednasce si ukazeme, jak je mozné fesit nékteré nepiijemné algebraické tlohy
pomoci goniometrickych substituci. Zakladni ideou je nahrazeni neznamych gonio-
metrickymi funkcemi a nasledné vyuziti znamych goniometrickych identit. Jesté nez
se ale pustime do pocitani prikladid, zopakujme si, co bychom o goniometrickych
funkcich méli védeét.

gens a plati pro né (mimo jiné) nasledujici:

Tvrzeni. Pro funkce sinus a kosinus plati:

(i) Defini¢ni obor obou funkci jsou vSechna redlnd cisla.
(ii) Jejich obor hodnot je interval (—1,1).
(iii) Obé dvé funkce jsou 2m-periodické.
(iv) Sinus je na intervalu (—%, %) rostouci a na (
(v)

Funkce tangens a kotangens jsou na svych defini¢nich oborech definované po fadé
jako

T 3
. . 7 2 7-/2/
v) Kosinus je na (—,0) rostouci a na (0, 7) klesajici.

> klesajici.

cos a

sina

tga = ,cotga = ——.
cosa sina

Tvrzeni. Pro funkce tangens a kotangens plati:

(i) Definiéni obor funkce tangens je R\ {kZ;k € Z} a funkce kotangens R\
{k?‘(‘; ke Z}.

(ii) Obor hodnot obou funkci jsou vSechna redlné éisla.

(iii) Obé dvé funkce jsou m-periodické.

(iv) Tangens je na intervalu (—%, 7 ) rostouci.

(v) Kotangens je na intervalu (0, ) klesajici.

Déle pro goniometrické funkce plati nasledujici vztahy:

Tvrzeni. Pro vSechna a,b € R, pro kterd maji dané vyrazy smysl (tj. nedélime
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nulou) plati:

sin (g —a) = cosa, cos (g —a) =sina,
sin(—a) = —sina, cos(—a) = cosa,
tg(—a) = —tga, cotg(—a) = — cotga,

sin?a 4 cos® a = 1,
sin(a £ b) =sina - cosb £ sinb - cosa,

cos(a +b) = cosa-cosbFsina - sinb,

tga Lt tgh
tglatb) = 2282
1Ftga-tgh
tga-cotgbF 1
cotg(a:l:b):coga COEoF
cotg b & cotga
+
sinaisinb:?sin<a2b>-cos(a:';b),

cosa + cosb = 2 cos (a—2|—b> - oS (a;b>7

. (a+b) ) (a—b)
cosa —cosb=—2sin| —— | - sin .
2 2

Priklady na rozjezd

Nasledujici priklady jsou pomérné jednoduché a pfimocaré — staci najit vhodnou
substituci a tiloha se vzdava.

Priklad 1. Kristoff dostal jako svatebni dar redlné ¢islo K a Anna zase A, pficemz
platilo, ze K2 + A% = 1. Samou laskou své &isla vynasobili. Jakého nejvyssiho a
nejniz$iho vysledku mohli dosdhnout?

Piiklad 2. Elsa si vymyslela ¢tyfi navzajem rtizné redlnd ¢isla z intervalu (0,1).
UkazZte, ze Anna si z nich mohla vybrat dvé ¢isla x, y takova, ze

O<:E\/1fy27y\/1fx2<%.

Priklad 3. Lars chtél dat své mamince jako dérek 100-prvkovou mnozinu redlnych
¢isel S s tou vlastnosti, Ze kdyz z patii do S, tak i ¢islo 222 — 1 patii do S. Mohl ji
na jarmarku sehnat, nebo takové mnoziny neexistuji?

Piiklad 4. Hans se rozhodl pro libovolné redlné ¢islo a definovat posloupnost
vztahem 1 = a a xp41 = 1/(1—2,)—1/(14+x,). Posloupnost vytvérel az do chvile,
kdy pro né&jaké k poprvé nastalo 2 = £1. Cislo k potom nazval délkou posloupnosti.
Kolik existuje posloupnosti délky osm?
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Priklad 5. Dokazte, Ze rekurentné zadand posloupnost spliiujici vztah

- _\/§xn—1
T L VB

je — stejné jako ro¢ni obdobi na jiznich ostrovech — periodicka.

Priklad 6. Astrologové zjistili, Ze prumérné roéni teploty v Arendellu se ¥idi re-
kurentni posloupnosti danou predpisem

1+,
1—x,

Tn4+1 =

Historikové také vzpominaji, Ze ve stfedovéku v roce 1323 za ohnivé kralovny Asly
byla teplota 2013 °C. Jaké oblec¢eni byste pro néavstévu Arendellu zvolili letos?

Priklad 7. Elsa se pohadala s Larsem o to, jestli mezi kazdymi péti redlnymi ¢isly
existuji dvé takova cisla a, b, pro ktera plati

lab+ 1| > |a —b].

Existuji, nebo ne?

Priklad 8. Kristoff hledal néjakou posloupnost splitujici pro vSechna pfirozend n
ct+an

vztah a,11 = =22 Mohl najit takovou, ktera by méla prvnich 2016 ¢lent kladnych

1—cay,
a 2017. ¢len zaporny?

Nerovnosti

Goniometrické substituce lze vyuzit i pfi dokazovani nékterych typt nerovnosti. Sub-
stituce ale byvéa ale jen zacatkem a nasledné byva potfeba vyuzit néjakou dalsi zbran,
typicky AG nerovnost, nebo Jensenovu nerovnost, kterou budeme na ptrednasce po-
uzivat v nésledujicim znéni bez dikazu.

Tvrzeni. (Jensenova nerovnost) Bud' f konvexni funkce na intervalu I,
X1,T2,y .. Xy € I a Ay, € (0,1) tak, Ze A\ + Ao+ -+ + A\, = 1. Pak
plati

Af(@1) + Ao f (@2) + -+ + Anf(@n) = f(Azr + Aotz + -+ + Anin).
Je-li f na I konkavni, pak
Af(@1) + Ao f(@2) + - 4 Anf(@n) < F(Aazr + Aowa + -+ + Apin).
Nasledujici tvrzeni nam — jak uvidime z ptiklad& — pomohou vyuzit goniometrické

substituce a zbavit se nékdy neintuitivnich podminek.
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Tvrzeni. Mdéjme trojuhelnik s vnitinimi thly a, b, ¢, potom plati:

. a i b e ¢ < 3
sin — 4+ sin — +sin - < —.
2 2 272
Tvrzeni. Méjme ostrouhly trojuhelnik s vnitinimi uhly a, b, ¢, potom plati:

3
cosa + cosb+ cosc < 5

Poznamka. Tvrzeni platii pro obecny trojihelnik.

Tvrzeni. Necht jsou ¢isla a,b,c € (0,%), pak a, b, ¢ jsou tihly trojiihelnika prave
tehdy, kdyz plati nasledujici rovnost:

tga +tgb+tgec=tgatgbtge.
Tvrzeni. Uvazme &isla a,b,c € (0,7), pak a, b, ¢ jsou tihly trojithelnika prévé
tehdy, kdyz plati nasledujici rovnost:

te el 1 taltaC 1 tg St =1
Byley Ty tEy Ty = &

Dalsi priklady, se kterymi potiebuje Olaf pomoci

Priklad 9. Budte z, y, z kladné redlna ¢isla takova, ze = + y + 2 = xyz. Dokazte:
1 1 1 3

+ + <5
Vi+a?  J14+y2 V14227 2

(Korea 1998)

Priklad 10. Méjme kladnd redlna ¢isla x, y, z takova, Ze plati z + y + 2z = xyz.
Ukazte:

xy+yz+xzz3+\/1+x2+\/1+y2+\/1+22.
Priklad 11. Necht a, b, ¢, d jsou kladné realna cisla takova, ze
1 1 1 1

1+a* + 1404 * 1+ + 1+d*

Dokazte, ze abed > 3. (Lotyssko 2002)

=1.

Priklad 12. V oboru redlnych ¢isel feste soustavu rovnic:
3(x? + Vyz = 4(y* + Daz = 5(2% + 1ay,
kde plati zy + yz + xz = 1.
Priiklad 13. Méjme kladnd realna ¢isla x, y, z splitujici z + y + z = xyz. Dokazte,
7e potom plati:
T z 3\/3

Y
+ + <
Vi+a?  14+y2 V1+22 2

Literatura a zdroje

[1] Marta Kossaczka: Goniometrické Substiticie, Uhelnd P¥ibram, 2014.
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Cinska zbytkova véta

LUCIEN Sima

ABSTRAKT. Na piednasce si ukdzeme Cinskou zbytkovou vétou a demonstrujeme jeji
vyuziti na nékolika olympiddnich piikladech.

Pohadka

General Konadra by rad zjistil, kolik ma vojaki. Svym bystrym okem odhadne,
ze jich zfejmé nebude vice nez 210. Jelikoz je liny vojaky pocitat, naridi jim, aby
se rozdélili do skupin. Kdyz je rozdélil do skupin po dvou ¢ po trech, zbyl jeden
osamoceny vojak. Kdyz je rozdélil do skupin po péti ¢i po sedmi, zbyli nerozdéleni
t¥i vojaci. Po snadnych tivahach mu doslo, kolik vojakt ma.

Soustava kongruenci

Oznac¢me si x pocet vojaka. Generdl se vlastné snazil vyfesit nasledujici soustavu
kongruenci:

Je mozné vzdy najit néjaké feseni pro libovolny pocet kongruenci? Kolik takovych
feSeni bude? Odpovédi na tyto otazky je nasledujici véta.

Véta. (Cinska zbytkova véta) Necht ny,...,n; € N jsou po dvou nesoudélna &isla
ary,...,rr € N. Pak soustava kongruenci

x =711 (mod ny),

x =ry (mod na),

x =rg (mod ng),

ma praveé jedno feSeni x takové, ze 0 < x <mnj-...-ng.
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Priklady

Piiklad 1. Zjistéte posledni tii &islice ¢isla 24917,

Priklad 2. Dokazte, Ze pro kazdé n € N existuje n-tice po sobé jdoucich ¢isel
takovych, Ze pro kazdé z nich existuje prvoéislo p € N, ze p? | n.

Priklad 3. Dokazte, Ze pro kazdé n € N existuje n-tice po sobé jdoucich slozenych
Cisel.

Priklad 4. Jsou déna ¢isla aq, ..., a,. Dokazte, Ze existuje K € N takové, ze K - a;
je mocnina pro kazdé ¢ € (1,...,n).

Priklad 5. Dokazte, Ze pro kazdé n € N existuje n-tice pfirozenych ¢isel takovych,
ze soucet libovolného poctu z nich je mocnina.

Priklad 6. Zkonstruujte nekone¢nou rostouci posloupnost a, takovou, Ze pro
kazdé k € N obsahuje posloupnost a,, + k& pouze kone¢né mnoho prvocisel.
(Ceska MO 1997)

Priklad 7. Dokazte, ze pro kazdé n € N existuje n-tice po dvou nesoudélnych
cisel k1,...,ky, > 1 takova, ze ki - ko - ... -k, — 1 je soucin dvou po sobé jdoucich
pfirozenych &isel. (USAMO 2008)

Priklad 8. Dokazte, e pro kazdé n € N existuji a, b € N takové, ze n | 4a%+9b*—1.

Priklad 9. Mj¥izovy bod v roviné nazveme neviditelngj, pokud se na tiseGce spojujici
jej s pocatkem nachazi dalsi miizovy bod. Dokazte, ze pro kazdé n € N existuje
¢tverec o rozmérech n X n se stranami rovnobéznymi s osami, jehoz n? m¥iZovych
bodt je neviditelnych. (Taiwan 2012)

Priklad 10. Rozhodnéte, zda existuje posloupnost, kterd obsahuje kazdé ptirozené
C¢islo pravé jednou, a pro kazdé k € N plati, ze k | a1 +as + -+ - + ag.
(Ruska MO 1995)

Piiklad 11. Dokate, Ze pro kazda dvé réizna prvodisla p, ¢ plati, ze: p9=14¢P~1 =
1 (mod pq).
Priklad 12. Necht f: N — N je funkce spliujici:

(1) NSD(f(m), f(n)) =1« NSD(m,n) =1,
(2) n < f(n) <n+2017 pro kazdé n € N.

Dokazte, ze pro kazdé n € N a prvodislo p plati, Ze p | f(n) implikuje p | n.
(TSTST 2012/3)
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Navody

1. 1000 =8-125

2. Zvolte si libovolnych n prvocisel.

3. Zvolte si libovolnych 2n prvocisel.

4. Kouknéte se na prvociselné rozklady ¢isel v n-tici a dopliite je na mocninu.

5. Uveédomte si, ze se jedna o dusledek prikladu 4.

6. Pro kazdé k zvolte prvocislo pg, které bude délit vSechny ¢leny a,, + k£ aZ na

kone¢né mnoho.
8. Pouzijte rozklad n na prvocinitele.

9. Chceme, aby soufadnice vSech téchto bodii byly soudélné. Zvolme n? prvoéisel
a naleznéme soufadnice levého dolniho bodu [z, y], aby tomu tak bylo.

10. Zkonstruujte ji rekurzivné. Pridavejte ¢leny po dvou.
11. Pouzijte Malou Fermatovu vétu.

12. Hint neni. Pfece jenom to ma byt nejtézsi lloha, ne?

Literatura a zdroje

[1] Titu Andrescu, Dorin Andrica: Number Theory, Springer, 2009.

[2] David Hruska: Cinskd zbytkovd véta, Uhelnd P¥ibram, 2014.

[3] Evan Chen: The Chinese Remainder Theorem,
web.evanchen.cc/handouts/CRT/CRT.pdf
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Minimalni kostry

STEPAN SIMSA

ABSTRAKT. Cilem prispévku je seznamit s tématem minimélnich koster, konkrétné

s teoretickymi zaklady, algoritmy a jejich analyzou.
Problém. (Minimélni kostra) Je zadany graf G's mnozinou vrcholt V' a hranami F
ohodnoceny vahami w : E — R. Nagim cilem je najit souvisly podgraf grafu G (na
stejné mnoziné vrchold), ktery mé ze vSech takovych grafi minimalni soucet vah
vybranych hran.

Cvi€eni. Minimélni kostra nemusi existovat jedna. Vime-li ale navic, Ze jsou vahy
hran po dvou rtzné, uz jednoznacna je.

Teorie

Definice. Bud T C G né&jaka kostra grafu G. Pak:

e T[z,y] bude znacit cestu v T, kterd spojuje = a y. (Cestou opét minime
mnozinu hran.)

o Tle] := T[z,y] pro hranu e = zy. Této cesté budeme fikat cesta pokrytd
hranou e.

e Hrana e’ € E\T je lehkd vzhledem kT = e € T[e'] : w(e’) < w(e). Ostatnim
hranam nelezicim v kostie budeme fikat tézke.

Véta. Kostra T je minimalni < neexistuje hrana lehka vzhledem k T
Definice. Pro kostru T a hrany e € T, ¢’ ¢ T zavedme swap(T,e,e’) :=T —e+¢'.

Pozorovani. Pokud ¢ ¢ T a e € T[], je swap(T,e,e’) opét kostra. Staéi si
uvédomit, Ze pfidanim e’ do T' vznikne kruZnice a vynechdnim libovolné hrany z této
kruznice ziskdme opét kostru.

Lemma. (O swapovani) Méme-li libovolné kostry T a T’, pak Ize z T dostat T’
konecnym poctem operaci (swap).

Lemma. (Monoténni o swapovéani) Je-li T kostra, k niZ neexistuji Zzadné lehké
hrany, a T' libovolna kostra, pak lze od T k T’ prejit posloupnosti swapti, pii které
vaha kostry neklesa.
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Vsechny tradi¢ni algoritmy na hledani minimalni kostry lze popsat jako specidlni
pripady nasledujiciho meta-algoritmu. Formulujeme ho pro pfipad, kdy jsou vSechny
vahy hran navzajem rtzné.

Algoritmus. (Cervenomodry meta-algoritmus)

1. Na pocatku jsou vSechny hrany bezbarvé.

2. Dokud to lze, pouzijeme jedno z nasledujicich pravidel:
Modré pravidlo: Vyber fez (podmnozinu hran, jejichz odebranim graf pie-
stane byt souvisly) takovy, Ze jeho nejleh¢i hrana neni modré, a obarvi ji
na modro.
Cervené pravidlo: Vyber cyklus takovy, Ze jeho nejtézsi hrana neni ervend,
a obarvi ji na c¢erveno.

Lemma. (Modré lemma) Je-li libovolnd hrana e algoritmem kdykoliv obarvena
na modro, pak e € Tyin.

Lemma. (Cervené lemma) Je-li libovolng hrana e algoritmem kdykoliv obarvena
na c¢erveno, pak e & Ty, .

Lemma. (Bezbarvé lemma) Pokud existuje néjakd neobarvend hrana, lze jesté
pouzit nékteré z pravidel.

Véta. Pro Cervenomodry meta-algoritmus spustény na libovolném grafu s hranami
linearné usporadanymi podle vah plati:

1. Vzdy se zastavi.

2. Po zastaveni jsou vsechny hrany obarvené.

3. Modrie obarvené hrany tvori minimalni kostru.

Klasické algoritmy

Algoritmus. (Kruskaliiv neboli Hladovy)

1. Setfidime hrany podle vah vzestupné.

2. Zacneme s prazdnou kostrou (kazdy vrchol je v samostatné komponenté sou-
vislosti).

3. Bereme hrany ve vzestupném potadi. Pro kazdou hranu e se podivame, zda
spojuje dvé rizné komponenty — pokud ano, pfiddme ji do kostry (obarvime
ji na modro), jinak ji zahodime (obarvime ji na ¢erveno).

Tvrzeni. Algoritmus mé ¢asovou slozitost O(mlogn). Mame-li hrany predem se-
tfizené nebo mizeme-li je setiidit v linearnim case, algoritmus lze implementovat
v ¢ase O(ma(m,n)), kde a(m,n) je obdoba inverzni Ackermannovy funkce.

Algoritmus. (Bortuvkiv) Opét si budeme péstovat modry les, avSak tentokrat jej

budeme rozsifovat ve fazich. V jedné fazi nalezneme ke kazdému stromecku nej-

levnégjsi incidentni hranu (hranu sdilejici pravé jeden vrchol s timto stromeckem) a
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v8echny tyto nalezené hrany nardz pfiddme (aplikujeme nékolik modrych pravidel
najednou). Pokud jsou v8echny vahy rtizné, cyklus tim nevznikne.

Tvrzeni. Algoritmus méd ¢asovou slozitost O(mlogn).

Algoritmus. (Jarniktiv) Jarnikiiv algoritmus je podobny Bortivkovi, ale s tim roz-
dilem, Ze nenechame rist cely les, ale jen jeden modry strom. V kazdém okamziku
nalezneme nejlevnéjsi hranu vedouci mezi stromem a zbytkem grafu a pridame ji
ke stromu (modré pravidlo); hrany vedouci uvnitf stromu pribézné zahazujeme (Cer-
vené pravidlo). Kroky opakujeme, dokud se strom nerozroste pres vSechny vrcholy.

Tvrzeni. Algoritmus mé ¢asovou slozitost O(mlogn). S Fibonacciho haldou se d&
naimplementovat v O(m + nlogn).

Dusledek. Mame linearni algoritmus pro grafy s m > c¢ - nlog(n) pro libovolnou
konstantu c.

Piiklady

Pfiklad 1. Necht Gplny graf K,, na mnoziné vrcholi {1,2,...,n} mé hranu {i,j}
ohodnocenou ¢islem

(i) max(i, j),

(ii) ©+ 7.
Naleznéte minimalni kostru a spoctéte jeji vahu.

Priklad 2. Naleznéte jednoduchy algoritmus pro vypocet minimalni kostry v gra-
fech ohodnocenych vahami {1, ... %} se slozitosti O(mk) nebo dokonce O(m + nk).

Priklad 3. Uvazme v roviné n-bodovou mnozinu V. Definujme ohodnoceni hran
uplného grafu na V: ohodnocenim hrany {z,y} bude vzdalenost bodi x a y.
(i) Ukazte, Ze maximalni stupenl vrcholu v libovolné minimalni kostie je nejvys 6.
(ii) Ukazte, Ze existuje minimalni kostra, jejiz hrany se navzajem nekiizi.

Priklad 4. Nechf V je mnozina n bodt ve ¢tverci o strané 1. Dokazte, ze existuje
kostra na V' s celkovou délkou hran nejvys 104/n (uvazujeme vSechny kostry tplného
grafu na V' a véha hrany {z, y} je euklidovska vzdalenost bodf z a y). Konstantu 10
lze podstatné zlepsit, ale nejlepsi mozna hodnota neni znadma (jaky nejlepsi odhad
se podafi najit vdm?).

Priklad 5. Bud G = (V, E) graf, w nezdporné ohodnoceni jeho hran.

(i) Kazd4d mnoZina E’ C F navzajem disjunktnich hran se nazyva pdrovdni
v grafu G. Ozna¢me v, (G) maximélni moznou hodnotu w(E") pro parovani
E’ C E. Hladovy algoritmus pro maximélni parovéani funguje podobné jako
Kruskaliv algoritmus pro maximalni kostru, jenze zamita hrany protinajici
nékterou diive vybranou hranu. Ukazte, ze takovy algoritmus vzdy najde
parovani vahy nejméné v,,(G)/2.
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ii) Ukazte, ze odhad v (i) nelze zlepsit, tj. Ze pro libovolné o > 2 existuje zadani,
2
pro néjz hladovy algoritmus najde parovani vahy mensi nez av, (G).

Rychlejsi algoritmy

Definice. Kontrakce hrany spoji dva konce hrany do jednoho vrcholu, tuto hranu
smaze, ale ostatni zachova (pfiCemz mohou vznikat paralelni hrany a smycky).

Cviceni. Rozmyslete si, ze Cervenomodry meta-algoritmus funguje i pro mul-
tigrafy.

Pozorovéani. Pokud F' C MST(G) (kde MST(G) je minimalni kostra grafu G),
G’ je graf vznikly z G kontrakci podél hran z F, pak kostra grafu G, kterd vznikne
z MST(G') zpétnym expandovanim kontrahovanych vrcholii, je MST(G). Pokud
kontrakci vzniknou smycky, mtzeme je ihned odstranovat; pokud paralelni hrany,
ponechame z nich vzdy tu nejleh¢i. To nés vede k nasledujicimu algoritmu:

Algoritmus. (Kontrahujici Boruvkiv algoritmus)

1. Ke kazdému vrcholu najdeme nejlevnéjsi incidentni hranu — dostaneme mno-
zinu hran FF C F.
2. Graf kontrahujeme podle F' nasledovné:

3. Prohledame do $itky graf (V, F) a pfifadime kazdému vrcholu ¢islo kom-
ponenty, v niz se nachazi.

4. Pfecislujeme hrany v G podle ¢isel komponent.

5. Odstranime nasobné hrany:

6. Setfidime hrany lexikograficky pfihradkovym t¥idénim (ndsobné hrany
jsou nyni pospolu).

7. Projdeme posloupnost hran a z kazdého tseku multihran odstranime

v8echny az na nejlevnéjsi hranu. Také odstranime smycky.
8. Pokud stile méame netrividlni graf, opakujeme predchozi kroky.
9. Vratime jako minimalni kostru vSsechny hrany, které se v priibéhu algoritmu
dostaly do F'.

Tvrzeni. Algoritmus m4 pro rovinné grafy® ¢asovou sloZitost O(n).

Algoritmus. (Kombinace Jarnikova a Bortvkova algoritmu)

1. Provedeme loglog n cyklt upraveného Bortvkova algoritmu s kontrahovanim
hran popsaného vyse.

2. Pokra¢ujeme Jarnikovym algoritmem (implementovanym Fibonacciho hal-
dou).

Tvrzeni. Algoritmus ma ¢asovou slozitost O(mloglogn).

IPlati i silngjsi tvrzeni, Ze algoritmus je linedrni pro t¥idy graféi uzaviené na minory, kde mi-
nor vznikne z puvodniho grafu jako podgraf, kterému kromé odebirani hran a vrcholi zaroven
povolujeme kontrahovat hrany.
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Algoritmus. (Jarnikv s omezenou velikosti haldy)

1. Opakujeme, dokud méame netrividlni G (s alespon jednou hranou):
2. t+ |V(G).

3. Zvolime k < 22"/t (velikost haldy).
4. T 0.
5. Opakujeme, dokud existuji vrcholy mimo T
6. Najdeme vrchol vy mimo 7.
7. Spustime Jarniktv alg. (s Fib. haldou) pro cely graf od vg. Zasta-
vime ho, pokud:
8. |H| > k (byla piekrocena velikost haldy) nebo
9. H = ) (dosli sousedé) nebo
10. do T jsme pridali hranu oboustranné incidentni s hranami v T’
(pFipojili jsme novou podkostru k né&jaké uz nalezené).
11. Kontrahujeme G podle podkoster nalezenych v T'.

Tvrzeni. Casov4 slozitost tohoto algoritmu je O(mfB(m,n)), kde

B(m,n) = min{i : log® n < m/n}.

Vsimnéte si, ze 8(m,n) je méné nez log* n, kde log" n (iterovany logaritmus) je

definovan jako 0 pro n < 1 a jako 1 + log*(logn) pro n > 1.

Dusledek. Algoritmus je linedrni pro grafy s m > nlog(k) n pro libovolnou kon-

stantu k.

Dalsi vysledky

e O(ma(m,n)), kde a(m,n) je obdoba inverzni Ackermannovy funkce defino-

vand podobné, jako je 3(m,n) obdobou log™.

o O(T(m,n)), kde T(m,n) je hloubka optimalniho rozhodovaciho stromu pro
nalezeni minimalni kostry v grafech s patficnym pocCtem hran a vrcholu.
Jelikoz kazdy deterministicky algoritmus zalozeny na porovnavani vah lze
popsat rozhodovacim stromem, je tento algoritmus zarucené optimélni. Jen
bohuzel nevime, jak optimalni stromy vypadaji, takze je stale otevieno, zda
Ize minimalni kostru nalézt v linedrnim case. Nicméné tento algoritmus pra-
cuje i na Pointer Machine, procez vime, ze pokud je linedrni slozitosti mozné

doséhnout, neni k tomu potieba vipocetni sila RAMu.?
e O(m) pro grafy s celoéiselnymi vahami (na RAMu).

e O(m), pokud uz mame hrany setiidéné podle vah: jelikoz vime, Ze zdlezi
jen na usporadani, mizeme vahy precislovat na 1,... ,m a pouzit predchozi

algoritmus.

e O(m) primérné: randomizovany algoritmus, ktery pro libovolny vstupni graf

dobéhne v o¢ekdvaném linedrnim case.

2V tomto modelu dovolujeme piistupy na libovolné misto v paméti v konstantnim &ase.
72



STEPAN SIMSA

e Na zjisténi, zda je zadand kostra minimélni, sta¢i O(m) porovnani a dokonce
Ize v linedrnim Case zjistit, ktera to jsou. Z toho ostatné vychézi predchozi
randomizovany algoritmus.

Navody

1.
(i) Sporem dokazte, Ze n-ty vrchol musi byt spojeny pravé s jednim z pfedchozich
vrcholi, pak indukce.
(ii) Analogicky, ale vrchol n musi byt konkrétné spojeny s vrcholem 1.

2. Dovolte si pouzivat jen hrany s vahami < &'
3.
(i) Pro vrchol v stupné > 7 existuji hrany {v,u;}, {v,us} svirajici thel < 60°.
Jednu z nich lze nahradit hranou {uy,ua}.
(ii) Vezméte libovolné kiizici se hrany {a,b} a {c,d}. Odeberte je a uvédomte si,
7e po odebrani je praveé jedna dvojice z vrcholt a, b, ¢, d ve stejné komponenteé.

4. Jedno feSeni: Rozdélte na sit v/n x y/n.
Druhé feseni: Dokazte, ze nékteré dva body jsou vzdélené O(y/n), jeden vymazte a
indukci.
5.
(i) Bud Fj; maximéalni parovani, Ey parovani nalezené hladovym algoritmem
a kazdé hrané e € E); pfifadme prvni z hran Fp, kterd ji protiné.
(ii) Stac¢i graf na 4 vrcholech. Zafidte, aby algoritmus kvili vybréni nejvétsi
hrany zahodil dvé jen o epsilon mensi.

Literatura a zdroje
[1] Martin Mares: Krajinou grafovijch algoritmi,
http://http://mj.ucw.cz/vyuka/ga/

[2] Jifi Matousek, Jaroslav NesSet¥il: Kapitoly z Diskrétni matematiky, Naklada-
telstvi Karolinum, 2009
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Simsonova primka

STEPAN SIMSA

ABSTRAKT. Prispévek obsahuje nékteré vlastnosti Simsonovy pfimky a fadu tloh,

k jejichz feseni lze Simsonovu pfimku vyuzit.
Véta. (Simsonova piimka) Ozna¢me K, L, M paty kolmic vedenych z bodu P
na strany trojihelnika BC, C'A, AB trojihelnika ABC. Pak body K, L, M lezi
v pfimce pravé tehdy, kdyz bod P lezi na kruznici opsané trojiuhelniku ABC. Této
piimce se fika Simsonova primka bodu P vzhledem k trojahelniku ABC'.
Zajimavost. (Sikma Simsonova piimka) Body lei na piimce i pokud v pfedcho-
zim tvrzeni nahradime kolmice pfimkami, které sviraji s prisluSnymi stranami stejny
tihel (orientovany).

Cviceni. Simsonovou pfimkou vrcholu trojuhelnika je vyska na protéjsi stranu.

Cviceni. Simsonovou pfimkou obrazu vrcholu podle stfedu kruZnice opsané je
protéjsi strana.

Tvrzeni 1. Je-li H ortocentrum, pak Simsonova pfimka bodu P piili isecku PH.
Tvrzeni 2. Je-li S stied kruznice opsané, pak Simsonovy piimky bodi P a Q)
sviraji thel |<PSQ)|.

Duisledek. Simsonovy pfimky protéjsich bodu jsou na sebe kolmé a protinaji se

na Feuerbachové kruznici.

Dusledek. Maji-li dva trojithelniky spole¢nou kruznici opsanou, pak tihel Simso-
novych pfimek bodu P vzhledem k témto trojithelnikiim nezavisi na volbé bodu P.

Priklady

Piiklad 1. (Kamardd bodu na kruznici) Pro bod P na kruZnici opsané trojihel-
niku ABC plati, Ze obrazy piimek PA, PB, PC v osovych soumérnostech postupné
podle os thla BAC, CBA, ACB jsou rovnobézné a navic sviraji se Simsonovou
primkou pravy thel.

Priklad 2. Na krat$im z obloukt C'D kruznice opsané pravothelniku ABCD
zvolme bod P. Paty kolmic z bodu P na pfimky AB, AC a BD oznacme postupné
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K, L, M. Ukazte, ze tthel <LK M ma velikost 45°, pravé kdyz ABCD je Ctverec.
(MO 58-111-2)

Priklad 3. (Miqueltiv bod) Méjme ¢tyfi pfimky v obecné poloze (Zadné dvé nejsou
rovnobézné a zadné tii se neprotinaji v jednom bodé). Kazd4 trojice z nich definuje
trojuhelnik a uvazime-li kruznice opsané témto ¢tyfem trojuhelnikdim, protinaji se
v jednom bodé.

Zajimavost. (Cliffordav fetizek) Pét Miquelovych bodu definovanych ¢tveficemi
z péti pfimek v obecné poloze lezi na kruznici, Sest téchto kruznic danych vSemi
péticemi piimek ze Sesti primek v obecné poloze se protinaji v jednom bodé atd.

Priklad 4. Na pfimce jsou dany body A, B, C' a mimo ni bod P. Dokazte, ze
bod P lezi na kruznici opsané trojihelniku tvofenému stfedy kruznic opsanych troj-
thelnikim ABP, BCP, ACP.

Priklad 5. V trojthelniku ABC protina osa thlu BAC protéjsi stranu v bodé D.
Ozna¢me P, ) paty kolmic vedenych bodem D na strany AB, AC. Kolmice na BC'
z bodu D protne PQ v bodé X. Ukazte, ze X lezi na téznici z bodu A.

Priklad 6. Konvexni pétithelnik AXY ZB je vepsan do ptlkruZnice se stfedem O
a prumérem AB. Oznaéme P, @, R, S postupné paty kolmic z bodu Y na pfimky
AX, BX, AZ, BZ. Dokaite, ze velikost ostrého thlu, ktery sviraji pfimky PQ a
RS, je rovna 1|<XO0Z|. (USAMO 2010)

Priklad 7. Nechf kruznice vepsand trojuihelniku ABC m4 stfed I a dotyka se
stran BC, C A, AB postupné v bodech D, E, F. Necht déle M je stied strany BC.
Pak se pfimky EF, DI a AM protinaji v jednom bodé.

Piiklad 8. Na kruznici opsané trojihelniku ABC lezi body P, @ tak, aby PQ ||
BC'. Paty kolmic z bodi P a @ na AB, respektive AC oznadme postupné X,
Y1, respektive Xo, Y5. Dokazte, ze primky X;X5 a Y71Ys se protinaji na vysSce na
stranu BC'.

Priklad 9. UvaZujme pét bodu A, B, C, D, E takovych, ze ABCD je rovnobéznik
a BCED je tétivovy ¢tyttuhelnik. P¥imka [ prochézi bodem A, protind usecku DC
v jejim vnitinim bodé F' a pfimku BC v bodé G. Plati-li |EF| = |EG| = |EC],
ukazte, ze [ je osou thlu DAB. (IMO 2007)

Pfiklad 10. Necht ABCD je teénovy ¢tyftahelnik a g je pfimka prochazejici bo-
dem A, kterd protind stranu BC v bodé M a pfimku C'D v bodé N. Oznac¢me I,
I, I3 stfedy kruznic vepsanych trojuhelnikim ABM, MNC a NDA. Ukazte, ze
ortocentrum trojthelnika I;I5 15 leZi na piimce g. (IMO Shortlist 2009, G8)

Priklad 11. Oznaéme H ortocentrum ostrouhlého trojuhelnika ABC a k jeho

kruznici opsanou. Pfimka prochazejici bodem H protne kratsi oblouky AC, BC

kruznice k postupné v bodech M, P. Rovnobézka se Simsonovou pfimkou bodu P

vzhledem k trojuhelniku ABC vedend bodem M protne k v bodé K, rovnobézka
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s BC' vedend bodem P protne k podruhé v bodé (). Ozna¢me J prusecik BC a KQ.
Dokazte, ze trojuhelnik K JM je rovnoramenny. (China TST 2011)

Priklad 12. Necht ABC je ostroihly trojthelnik a w kruznice jemu opsana. Déle
necht ¢ je te¢na kruZnice w a t,, tp, t. jsou po fadé obrazy pfimky t v osové syme-
trii podle primek BC, C A, AB. Ukazte, ze kruznice opsana trojtihelniku uré¢enému
piimkami t,, tp, t. se dotyka kruZnice w. (IMO 2011, 6)

Navody

1. Pro kolmost obrazu pfimky PC uvazte tétivovy ¢tyfthelnik PCKL.

2. Dokreslete paty kolmic z P na AD a BC'. Naleznéte Simsonovy piimky a uvé-
domte si, 7e |[<LKM| = |<APB]|.

3. Protnéte dvé z kruznic v bodé P a uvédomte si, ze paty kolmic v jednotlivych
trojthelnicich definuji stejné primky.

4. Interpretujte stfedy tsecek AP, BP, CP jako paty kolmic.

5. Spustte kolmici ze stfedu krat$iho oblouku BC' a pouzijte stejnolehlost.

6. Vsimnéte si, ze PQ a RS se protinaji na AB.

7. Za pomoci Simsonovy véty ukazte, ze body A, M a prusecik DI a EF lezi na
jedné primce.

8. Dokreslete kolmice z P, @ na BC' a najdéte rovnobézniky.

9. Uvazte Simsonovu pfimku bodu F vzhledem k trojihelniku BC'D a vytuhlete.

10. Vyuzijte Tvrzeni 1 pro Simsonovu piimku bodu C vzhledem k trojahelniku
L>15.
11. Oznacte S = M P N BC a uvédomte si, ze staci, aby K.SJM byl tétivovy.
12. Ozna¢me T dotyk t s w, A’ prusecik t;, s t. a analogicky B’ a C’.
(i) Body X, Y, Z definujeme jako obrazy T podle BC, C A, AB. Dokazte, ze
lezi v primce.

(ii) Dokaite <(XC, XC") = <(YC,YC").

(iii) Oznacte K Miqueltv bod pro piimky A’B’, B'C’, C'A’, XY.

(iv) Douhlete, ze K je hledany bod dotyku.

Literatura a zdroje

[1] Pepa Tkadlec: Simsonova Piimka, Hojsova Straz, 2011.
[2] Martina Vavackova: Simsonova Piimka, Zésada, 2014.
[3] www.artofproblemsolving.com
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Kombinatoricka teorie cCisel

RADO VAN SVARC

ABSTRAKT. Prispévek obsahuje tlohy z kombinatorické teorie ¢isel.
Uloha 1. Vybrali jsme n+1 &sel z mnoziny 1,2, ... , 2n. Dokazte, 7e nékteré z nich
déli nékteré jiné. (Paul Erdés)
Uloha 2. Dokazte, ze kazdé pfirozené ¢islo je mozné vyjadiit jako soucet pfiroze-
nych &isel tvaru 223° tak, aby zadné z nich nedélilo jiné.
Uloha 3. Alespon dvouprvkova mnozina M piirozenych ¢isel je kouzelnd, jestlize
pro kazda rtzné a,b € M plati také
a+b

NSD(a,b)

Najdéte vsechny konec¢né kouzelné mnoZiny. (BAMO, 2009)

e M.

Uloha 4. Bud m pfirozené ¢&islo a oznacme
M={neN|m?<n<(m+1)>3}.

Dokazte, ze vSechny souciny tvaru ab pro a,b € M jsou riizné pro rizné neusporadané
dvojice {a,b}. (Indie 1998)

Uloha 5. Bud A n-prvkovd mnozina zbytkét modulo n?. Dokaite, Ze existuje
n-prvkové mnozina B zbytkéi modulo n? takova, Ze souéty A + B pokryvaji ale-
spoi polovinu viech zbytkit modulo n?. (IMO Shortlist 1999)

Uloha 6. Bud p prvodislo. Dokazte, ze z tabulky p? x p? je mozné vybrat p?
policek tak, aby zadna ¢tvefice vybranych policek netvorila vrcholy pravotihelniku,
jehoz strany jsou rovnobézné se stranami tabulky.

(Cesko-slovensko-polské stietnuti 2010)

Uloha 7. Najdéte vSechna p¥irozens &isla k > 2, pro ktera plati: pro libovolny par
riznych pfirozenych &isel m, n nepievysujicich k neni &islo n»~1 — m™~1 délitelné

3 (MEMO 2009)
Uloha 8. Je déno prvoéislo p. Najdéte viechna k takova, ze mnozinu {1,2,... ,k}
lze rozdélit na p Casti se stejnym souctem prvki. (IMO Long List 1985)
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Nebojme se nekonecna

Uloha 9. Mnozina viech pfirozenych &isel je rozdélena na koneéné mnoho podmno-
7in. Ukazte, ze néktera z nich (ozna¢me ji M) ma nésledujici vlastnost: s kazdym
n € M lezi v M nekonecné mnoho dalsich nasobki n.

(Berkeley Math Circle Monthly Contest 1999-2000)

Uloha 10. Rozhodnéte, zda existuje nekoneéné rostouci posloupnost ai,as, ...
takovéa, ze pro kazdé k je pouze kone¢né mnoho z ¢isel a; + k,as + k,a3 + k, . ..
prvocisly.

Uloha 11. Dokaite, Ze existuje libovolné velkd mnozina piirozengch &isel M ta-
kovéa, 7ze (a — b)? | ab pro libovoln4 riizna a,b € M. (USA 1998)

Uloha 12. Budte a, b pfirozend ¢isla vétsi nez 2. Dokazte, Ze existuje konecna
posloupnost (n;)¥ takova, Ze ny = a, ngy = b, a navic n; + ni1 | NiNiy1.

(Rumunsko 1998)

Uloha 13. Ptirozené &islo n je rozloZitelné, pokud existuje 2012 piirozenych &isel
a; s nasledujicimi vlastnostmi:

(i) n=a1 +az+ -+ az0mz,
(ii) 1 <ay < ag < -+ < ag12,
(iii) a; | a;41 proi=1,2,...,2011.
Dokazte, ze ptirozenych cisel, ktera nejsou rozlozitelnd, je pouze kone¢né mnoho.
(iKS 2012)

Uloha 14. Dokazte, %e existuje nekone¢nd mnozina p¥irozenych ¢isel H takova,
ze pro kazda dvé cisla z,y € H ma cislo x + y sudy pocet rtiznych prvociselnych
délitela. (MKS 30-8-4b)

Uloha 15. Obarvime-li viechna pfirozena ¢isla koneéné mnoha barvami, dokazte,
7e najdeme t¥i rizna c¢isla a, b, ¢ stejné barvy, ktera spliiuji a + b = c.
(Schurova véta)

Uloha 16. Necht a1 < as < --- je rostouci posloupnost takova, ze Ant1 — Ap <
1 000 000 pro vSechna n. Dokazte, Ze pak existuji indexy ¢, j takové, ze a; | a;.
(Reid Barton)

Navody

1. Rozdélte mnozinu ze zadani na n ¢asti tak, ze kdykoli vezmeme dvé ¢isla z jedné

Casti, tak jedno bude délit druhé.

2. Je-li cislo sudé, vydeélte dvéma, je-li liché, odectéte nejvétsi moznou mocninu

trojky.

3. Vezméte si jakozto a, b nejmensi ¢isla z M. Pak musi (¢ + b)/NSD(a,b) = a,

z toho plyne a | b, a vyjadiime b = a? — a. P¥ipad, kdy v mnoZiné je jests tieti
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nejmensi ¢islo ¢ dovedeme do sporu (opét a | ¢, vyjaddiime c atd.). Jediné kouzelné
mnoziny jsou tedy dvouprvkové {a,a?® — a}.

4. Kdykoli a1b; = asbs, daji se tato ¢isla vyjadfit jako a; = uv, by = zy, as = uz,
by = vy. Déle pokud u < x a v < y, tak |\/uv| < |\/zy]. Rozebranim moZnosti
usporadani u, v, z,y dostavame vysledek.

5. Postupné vybirejte prvky B. V kazdém kroku muzete pomoci Dirichletova prin-
cipu pokryt alesponl n/2 novych zbytki.

6. Rozsekejte na ctverce p X p a v kazdém vyberte jakozto p policek thlopricku
posunutou v zavislosti na soucinu soufadnic ptislusného ¢tverce.

7. Pouze 2, 3. Pro sudé k > 4 pfimo najdete m, n. Pro lich4 k > 5 existuje alespon
(k+3)/2 riiznych n < k, pro které n"~! davéa kvadraticky zbytek, ale téch mtize byt
nanejvys (k +1)/2.

8. Musi nutné platit k >pap| w A v takovych situacich je skuteéné mozné
rozd€leni najit. Jakmile mate rozdéleni pro k, najdete snadno rozdéleni pro k +
2p parovanim dvojic se stejnym prvkem. Takto oSetfite pfipad p = 2 a pro licha
prvocisla staci najit rozdéleni pro k rovno 2p, 2p—1, 3p a 3p— 1. Pfipad 2p je mozné
opét sparovat, pro 3p volte posloupnosti: a,, = 3n, by = 3p — 1, b, 41 je nejvétsi ¢islo
pod b, nedélitelné tfemi a ¢, analogicky jako b,, ovSem zacdinajici na (3p — 1)/2.
Pak funguje rozdéleni na trojice

{anvbnacn} pron = ]-a27~ <D

Jelikoz maji tato rozd€leni pro 2p a 3p stejné pocetné Casti, je mozné je pouzit i na
2p —1 a 3p — 1, kdyz si do mnoziny pfimyslite nulu.

9. Sporem, predpokladejte, ze kazdd mnozina ma zastupce, jehoZ pouze konecné
nasobki lezi v pfislusné mnoziné. Spor pak hledejte v nasobcich soucinu vSech za-
stupct.

10. Ano, volime ji tak, aby a; bylo sloZené, déle as i as + 1 byla sloZend, aby as,
az + 11 as + 2 byla slozena, ...

11. Mame-li takovou mnozinu, mizeme ji celou posouvat o jistou konstantu tak,
ze vlastnost ztistane zachovana. Soucasné, mame-li takovou mnozinu, mizeme do ni
,beztrestné* pridat nulu.

12. Uvédomime si, ze vztah ze zadani fiké, Ze sousedni ¢isla jsou tvaru zyz,
x(x —y)z. Nejprve umime prevést ¢islo a na éislo al, pak z néj mizeme postupné od-
bouravat nejvyssi prvocisla, az dostaneme mocninu dvojky. Nakonec staci libovolné
dvé mocniny dvojky na sebe umét prevést.

13. Indukci podle poctu scitanci, na které to rozkladame. Chceme-li rozlozit ob-
rovské liché ¢islo [, pouzijeme indukéni pfepoklad na (n — 1)/2, pfislusné rozlozeni
vynéasobime dvéma a pfi¢teme jednicku. Stejné rozlozime i nasobky obrovskych li-
chych ¢isel, zb§va rozlozit obrovské mocniny dvojky 1 +34+3-4+3-42 4+ ...
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14. Podle Ramseyovy véty v grafu, jehoz vrcholy jsou vhodnd pfirozend cisla a
hrany jsou obarveny podle parity poctu riznych prvociselnych délitelt souctu, na-
jdete nekonecnou kliku.

15. Podle Ramseyovy véty v grafu, jehoz vrcholy jsou cela ¢isla a hrany jsou obar-
veny podle barvy své délky, najdete nekone¢nou kliku.

16. Nazvéme posloupnost x,, k-skoro aritmetickou, pokud existuje aritmeticka po-
sloupnost a,, takova, ze 0 < x, —a,, < k. Pokud existuje prvek a,, ktery nedéli zadny
prvek x,,, mizeme z posloupnosti x,, vybrat (k — 1)-skoro aritmetickou posloupnost.

Literatura a zdroje

Zakladnim zdrojem pro mne byla prednaska Mirka Olsaka ze soustfedéni v Oldfi-
chové, kterou jsem bezostysné zkopiroval. Ta Cerpala z nésledujicich zdroju:

[1] Gabriel Carroll: Combinatorial Number Theory (Teacher’s Edition)
[2] Peter Vandendriessche, Hojoo Lee: Problems in Elementary Number Theory
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The Big Picture

RADO VAN SVARC

ABSTRAKT. V pfispévku prozkouméame konfiguraci uréenou tétivovym ctyiuhelni-
kem zvanou The Big Picture.

Zacneme nékolika zédkladnimi definicemi, imluvami a tvrzenimi.
Umluva. Kruznici opsanou trojihelniku XY Z budeme znadit jako (XY Z).

Véta. (Miquelova) Pokud v trojihelniku ABC' zvolime body X ,Y, Z na pfimkach
BC, CA a AB, pak se kruznice (YAZ), (ZBX) a (XCY) protinaji v jednom bodé.

Tvrzeni. Necht {1, {y, {3 a {4 jsou étyfi primky, z nichZ Zddné dvé nejsou rovno-
bézné. Necht Ciji, je kruznice opsand trojuhelniku uréenému pfimkami ¢;, £; a ¥y
(fikdme jim Miquelovy kruZnice). Pak se Cia3, Casa, C341 a Cy12 protinaji v jednom
bodé (zvaném Miqueliv).

Tvrzeni. Necht A, B, C a D jsou ¢tyii body v roviné, které nelezi na jedné primce.
Piimky AB a CD se protinaji v bodé Q a piimky DA a C'B se protinaji v bodé R.
Pak Miqueliv bod urcéeny pfimkami AB, BC, CD a DA lezi na piimce QR pravé
tehdy, kdyz A, B, C a D lezi na jedné kruznici.

Umluva. Déle budeme Vobrdzkem myslet nasledujici konfiguraci:

Na kruznici se stfedem O lezi ¢tyii ruzné body A, B, C' a D. Pfimky AC a BD se
protinaji v P, pfimky AB a CD se protinaji v Q a pfimky AD a BC se protinaji
v R. Dale M je Miqueliv bod uréeny pfimkami AB, BC, CD a DA.

Vobrazku se téz nékdy rika The Big Picture. Pozor, neplést se stejnojmennou
konfiguraci pro trojuhelnik propojujici pripsisté a Feuerbachovu kruZnici. AZ na
sdilené jméno nemaji pranic spole¢ného. Protoze se ovSem pod timto nazvem obvykle
mysli ,ta druha“, budeme v pfispévku i na pfednéasce pouzivat termin Vobrazek.
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Poznamka. Ve Vobrazku plati, ze M lezi na QR.

Lemma. Necht W, X,Y a Z jsou ¢tyfi body v roviné. Predpoklddejme, ze W # X
aY # Z. Pak ptimky WX a Y Z jsou kolmé pravé tehdy, kdyz (WY |? + | X Z|? =
WZ]2+|XY|.

Tvrzeni. Ve Vobrazku plati OM | QR.

Tvrzeni. Ve Vobrazku prochazi kruznice (AOC) a (BOC) bodem M.
Dusledek. Ve Vobrazku je primka MO osou uhli AMC a BMD.
Tvrzeni. Ve Vobréazku lezi body O, P a M na jedné piimce.

Spiralizace
Na zacatek tohoto oddilu si zopakujme par zakladnich tvrzeni o spiralni podobnosti.

Tvrzeni. Necht W, X, Y a Z jsou ¢tyii body v roviné takové, ze se WY a XZ
protinaji v bodé P. Bud @ prisecik kruznic (WXP) a (PYZ). Pak Q je stied
spiralni podobnosti prenasejici W naY a X na Z.

Tvrzeni. (,,Spiralni podobnost chodi po dvou“) Pokud Q je stied spirdlni po-
dobnosti prenasejici W na Y a X na Z, pak je to také stied spiralni podobnosti
prenasejici W na X aY na Z.

Nyni ziskdvame zcela novy pohled na Vobrazek:

Poznamka. Ve Vobrazku je M stied spirdlni podobnosti pfenasSejici A na B a D
na C. Stejné tak se jedna o stied spiralni podobnosti pfenédsejici A na D a B na C.

S timto pozorovanim si novym zptsobem ukazeme jiz dokdzané tvrzeni.

Tvrzeni. Ve Vobrdzku plati OM 1 QR.
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Polarizace
V tuto chvili si zavedeme nékolik zakladnich pojmi vazajicich se k polaram.

Definice. Kruhovd inverze je geometrické zobrazeni urcéené kruznici k se stredem
O a polomérem r, které bodu A rtiznému od O pfifadi bod A’ na polopiimce OA
takovy, ze |OA| - |OA'| = r%.
Tvrzeni. Uvazme kruhovou inverzi uréenou kruznici k se stiedem I. Pak

(i) obrazem piimky prochazejici bodem I je ona sama,

) obrazem primky neprochdzejici bodem I je kruznice prochdzejici bodem I,
(iii) obrazem kruznice prochézejici bodem I je pfimka neprochézejici bodem I,
(iv) obrazem kruznice neprochdzejici bodem I je kruznice neprochdzejici bo-
dem I.

Definice. Nechf k je kruznice se stfedem O. Pokud mame bod P # O a piimku /¢
kolmou na OP a prochazejici inverzem k P vzhledem ke k, pak fikdme, ze P je pdl
primky ¢ a primka ¢ je poldra bodu P.

Tvrzeni. Pokud X je pdl polary {1 a'Y je pol polary {5, pak X lezi na fo pravé
tehdy, kdyz Y lezi na (.

Dusledek. T¥i poly lezi na piimce praveé tehdy, kdyz jejich polary prochazi jednim
bodem.

Definice. Necht & je kruznice a XY Z trojahelnik. Rekneme, Ze vzhledem ke k je
XY Z selfpolar (nékdy taktéz prezdivany tripoldrni, ale to je méné zazity nézev),
pokud X jepdl YZ, Y je pdl ZX a Z je pdl XY.

......

vlastnost Vobrazku.
Tvrzeni. Ve Vobréazku je trojihelnik PQR tripolarni.
Dusledek. Ve Vobrazku je O kolmisté trojihelniku PQR.

Shrnuti
Shriime si vSe dulezité, co jsme zjistili, do jedné véty.

Véta. (Velkd Véta Vo Vobrazku) Necht na kruznici se stiedem O lezi ¢tyfi riizné
body A, B, C a D. Pfimky AC a BD se protinaji v P, pfimky AB a C D se protinaji
v Q a piimky AD a BC se protinaji v R. Déle necht pfimka OP proting piimku
QR v bodé M. Potom plati:
(1) Kruznice (QAD), (QBC), (RAB), (RDC), (AOC) a (BOD) prochézeji bo-
dem M. Tedy M je Miquelovym bodem piimek AB, BC, CD a DA.
(2) Bod M je stied spirdlni podobnosti, kterd prenasi A na B a D na C. Zaroven
se jedna o stied spiralni podobnosti, ktera pienasi A na D a B na C.
(3) Plati OM L QR.
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(4) Bod M je inverzem bodu P vzhledem ke kruznici (ABCD).
(5) Trojihelnik PQR je tripoldrni vzhledem k této kruznici.

Cviceni

Priklad 1. KruZnice se stfedem O prochdzi vrcholy A a C trojuhelniku ABC a
protina tisecky AB a BC znovu v bodech K a N. Kruznice (ABC) a (KBN) se
protinaji v bodech B a M. Dokazte, ze OM L MB. (IMO 1985)

Priklad 2. Konvexni ¢tyfuhelnik ABCD je vepsan do kruznice w se stfedem O.
Jeho diagondly AC a BD se protinaji v bodé P. Kruznice (APB) a (CPD) se
protinaji v bodech P a ). Pfedpokladejme, ze body O, P a @ jsou ruzné. Dokazte,
ze OQ L QP. (Cina 1992)

Priklad 3. KruZnice w; a wy se protinaji v bodech O a M. KruZnice w se stiedem
v O protind zbylé dvé kruznice ve ¢tyfech riznych bodech A, B, C' a D takovych, ze
ABCD je konvexni ¢tyfuhelnik. Primky AB a C'D se protinaji v bodé N; a pfimky
AD a BC v bodé N,. Ukazte, ze OM 1 NiN>.

Priklad 4. Uvazujme pulkruznici w nad primérem AB se stiedem O. Pfimka /¢
protind pfimku AB v bodé M a ptlkruznici w v bodech C, D tak, ze |[MA| > |M B|
a |[MD| > |[MC|. Kruznice (AOD) a (BOC) se protinaji v bodé K. Ukazte, ze K lezi
na kruznici nad primérem MO. (Rusko 1995, Rumunsko TST 1996, fran 1997)

Priklad 5.

(1) Necht A, B, C a D jsou ¢éty¥i body v roviné. Piimky AC' a BD se protinaji
v P, pfimky AB a CD v @ a pfimky AD a BC v R. Pfimka skrz P rov-
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nobézna s QR protind pfimky AB a CD v bodech X a Y. Ukazte, Ze P je
stfedem tsecky XY

(2) (Butterfly Theorem) Bud w kruznice s tétivou EF. Ozna¢me si stited EF
jako P. Necht skrz P prochazi dalsi dvé tétivy AC' a BD. Necht AB a CD
protinaji FF v bodech X a Y. Ukaite, ze |[EX| = |Y F].

Priklad 6. Necht ABCD je tétivovy étyfuhelnik se stfedem O. P¥imky AB a CD
se protinaji v bodé Q. Bud /¢ kolmice na OQ skrz Q. P¥imky BD a AC protinaji ¢
v bodech X a Y. Ukazte, ze | XQ| = |QY|.

Priklad 7. Bud ABC trojuhelnik s kruznici opsanou w. Teény k w v bodech B a
C se protinaji s bodé T. Necht S je bod na polopfimce BC takovy, ze AS 1 AT.
Body Bj a (4 lezi na polopiimce ST tak, ze |B1T| = |BT| = |C1T)| tak, ze C; lezi
na usecce B1S. Dokazte, ze trojihelniky ABC a AB1C] si jsou podobné.

(USA TST 2007)

Pfiklad 8. Necht ABC je trojihelnik s vepsistém I. Oznacme si sttedy stran AB a
AC jako M a N.Body D a E lezi na stranach AB a AC tak, ze |DB| = |BC| = |CE|.
Piimka {1, resp. {3, je kolmice spusténa z bodu D, resp. E, na primku I M, resp.
IN. Prusecik ¢; a £ oznacme jako P. Ukaite, ze plati AP | BC.

Priklad 9. Bud ABCD konvexni ¢tyftuhelnik, jehoz strany BC' a AD jsou riizno-
bézné a stejné dlouhé. Body E a F lezi na stranach BC a AD tak, ze |BE| = |DF|.
Piimky AC a BD se protinaji v bodé P, piimky BD a EF se protinaji v bodé @ a
pfimky FF a AC se protinaji v bodé R. Uvazujme v8echny kruZnice (PQR), kdyz
se body E a F hybou po pfislusnych stranach. Ukazte, ze vSechny tyto kruznice
maji spoleény bod rtizny od P. (IMO 2005)

Pfiklad 10. Necht ABCD je tecnovy ¢étyfuhelnik, jehoz kruznice vepsané se do-
tyka stran AB, BC', CD a DA v bodech E, F', G a H.

(1) Ukazte, ze pfimky AC, EF a GH prochézeji jednim bodem.

(2) Ukazte, ze pfimky AC, BD, EG a F'H prochézeji jednim bodem.

Priklad 11. Necht ABCD je tétivovy ¢tyfuhelnik. Pfimky AB a DC se protinaji
v bodé @ a pfimky AD a BC v bodé R. Te¢ny z bodu R se dotykaji dané kruZnice
v bodech X a Y. Ukazte, ze Q, X a Y lezi na jedné pfimce. (Cina 1997)

Priklad 12. Necht ABCD je tétivovy Gtyfuhelnik se stfedem O. Piimky AB a
CD se protinaji v bodé E, piimky AD a BC v bodé F' a pfimky AC a BD v bodé
P. Déle se pfimky EP a AD protinaji v K. Bud M kolmé projekce bodu O na AD.
Dokazte, ze BCMK je tétivovy ctyithelnik.

Priklad 13. Body A;, By a C; leZi na strandch BC, CA a AB trojihelnika ABC.
Kruznice (B1ACY), (C1BA;), (A1CBy) protinaji (ABC) podruhé v bodech Az, Bo
a Cy. Obrazy bodu A;, B; a C; podle stiedu stran BC, CA a AB oznacme jako
As, B3 a C3. Ukazte, Ze trojuhelniky A;B>Cs a A3B3C3 jsou si podobné.
(IMO SL 2006)
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Priklad 14. Eulerav bod tétivového étyfuhelniku
(1) Bud ABCD tétivovy étyfuhelnik. Necht Hu, Hp, He a Hp jsou kolmisté

trojihelnikt BCD, CDA, DAB a ABC. Ukazte, ze HyHgHcHp je jen
obrazem ABCD podle néjakého bodu E (tento bod nazgvame Eulerdv bod
Gtyithelniku ABCD).

) Ukazte, ze E lezi na Feuerbachové kruznici trojihelniku ABC.

) Ukazte, ze E leZi na Simsonové pfimce trojihelniku ABC' a bodu D.

) Ukazte, ze E je Eulertv bod étyfthelniku HyHgHcoHp.

)

2
3
4
5) Ukazte, ze E lezi na kolmici ze stfedu AB na pfimku CD.

(
(
(
(

Literatura a zdroje

[1] Yufei Zhao: Cyclic Quadrilaterals - The Big Picture,
http: /yufeizhao.com/olympiad/cyclic_.quad.pdf
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Sinova véta

MARTIN TOPFER

ABSTRAKT. Sinova véta je jedno ze zékladnich geometrickych tvrzeni, které se ob-
zv1asté hodi, kdyz se v zadéani vyskytuji poméry (nebo rovnost) vzdalenosti. Dobfe si
také poradi s kombinaci vzdalenosti a thla.

Véta. (Sinova véta) Pro kazdy trojihelnik ABC' s vnitinimi tihly o, 3, v, stranami
a, b, ¢ a polomérem kruznice opsané R plati

a b c

=2R.

sina  sinf - sin 7y

Pii pouzivani sinové véty se velmi Gasto hodi, Ze sina = sin(180° — «). Také je

dobré si zapamatovat hodnoty sinu pro thly 30°, 45° a 60°, protoze na soutézich se
predpoklada jejich znalost.

Ulohy na zah¥ati

Piiklad 1. (Angle bisector theorem) Méjme trojihelnik ABC, priisecik osy thlu

ACB se stranou AB oznacme P. Dokaz, Ze % = %.

Reseni. Pouzijeme sinovou vétu na ,sousedni“ trojuhelniky APC a CBP:

|AP|  |AC]| . |BP|  |BC|
sinl  sin|<APC] sinl  sin|<CPB|’

Jelikoz ovSem |<APC| = 180° — |<CPBj, je sin |<APC| = sin |<CPB| a dokonéeni
ulohy je jiz pouze otazkou vyjadieni z predchozich rovnic.

\
C
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Priklad 2. Body D a FE déli zékladnu rovnoramenného trojuhelniku ABC na tii
stejné dlouhé ¢asti. Ukaz, ze |[<BAD| < |[<DAE|.

Priklad 3. Je dén trojuhelnik ABC, stfed strany BC ozna¢me M. Necht na strané
AB lezi bod P. Ozna¢me @ priseé¢ik AM a PC'. Dokaz, ze |CQ| = |AB| pravé tehdy,
kdyz |AP| = |PQ)|.

Priklad 4. Mé&jme rovnostranny trojihelnik ABC, jeho stied oznaéme S. Na
strané AB lezi bod D takovy, ze |AS| = |AD|. Postupné ozna¢me F a F pruse-
¢iky pfimky DS s AC a BC. Dokaz, 7e |DE| = |EF)|.

Ulohy st¥edni a7 t&zké

Priklad 5. V rovnobé&zniku TUVW jsou na stranidch TU a UV po fadé body X,
Y tak, ze |TX| = |VY| > 0. Pfimky TY a VX se protinaji v bodé P. Dokaz, ze P
lezi na ose thlu VWT.

Priklad 6. Mgjme tétivovy ¢tyifuhelnik ABCD s pruseéikem thlopficek P. Dokaz,
Ze plati
|AP|-sina + |CP|-siny = |BP|-sin 8 + |DP)| - sind.

Priklad 7. V trojuhelniku ABC ozna¢me M stied strany BC a T prusecik tecen
v bodech B a C ke kruZznici opsané trojiuhelniku ABC. Dokaz, ze potom |<BAT| =
|<MAC|. P¥imka AT je takzvana symedidna.

Priklad 8. Uvazujme konvexni ¢tyftahelnik ABCD, jehoz strany AB, BC a CD
jsou stejné dlouhé a ktery neni lichob&znik.! Oznaéme S priseéik jeho tihlop¥icek.
Dokaz, ze |AS| = |SD|, pravé kdyz |<BAD| + |<ADC| = 120°.

(MKS, roc¢nik 28)

Priklad 9. V libovolném trojuhelniku ABC, ve kterém téznice z C neni kolma na

AC ani na BC, ozna¢me X a Y pruseciky osy této téZnice s pfimkami AC a BC.

Najdi vSechny trojuhelniky ABC' takové, ze A, B, X a Y lezi na jedné kruznici.
(MO-64-A-111-3)

Véta 10. (Cevova véta) V trojuhelniku ABC méjme body X € BC,Y € AC,
Z € AB na stranach trojihelniku. Pak AX, BY a CZ se protinaji v jednom bodé,
praveé kdyz plati

|BX||CY||AZ|

|CX||AY||BZ|
Priklad 11. Méjme trojuhelnik ABC. Na vysce AX zvolme bod P. Dile K =
BPNAC a L =CPn AB. Dokazte, ze |[<AX K| = |[<AXL|.

Priklad 12. Mséjme konvexni pétithelnik ABC DE se vSemi stranami shodné délky
a. Prusecik thlopticek AD a EC ozna¢me S. Vime, ze |[<ASE| = 60°. Dokaz, ze
dvé strany ABCDE jsou rovnobézné. (MEMO 2011, Miso Szabados)

INeboli z4dné dvé jeho strany nejsou rovnobé&zné.
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Priklad 13. Je dan tétivovy étyftahelnik ABCD. Oznac¢me P, ), R paty kolmic
z bodu D postupné na BC, C'A, AB. Dokaz, ze |PQ| = |QR| pravé tehdy, kdyz se
osy uhli <ABC a <ADC protnou na AC. (IMO 2003)
Véta 14. (Meneldova véta) V trojihelniku ABC méjme body F € BC, G € AC,
H € AB tak, ze pravé jeden z nich nelezi na prislusné strané. Pak F', G a H jsou
v jedné piimce, pravé kdyz plati

|AH| |BF||CG| _

|HB| |FC| |GA|

Literatura a zdroje

[1] Aléa Skélova: Sinovd véta, Oldfichov, 2012.
[2] Titu Andreescu, Zuming Feng: 103 Trigonometry Problems, Birkhéuser, 2005.
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