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Konstrukéni alohy

Tonpa CESIK

ABSTRAKT. Ukézeme si nékolik (spiSe leh¢ich) konstrukénich tloh z planimetrie.

Vsechny tlohy budeme klasicky konstruovat pravitkem a kruzitkem. Nejprve pro
pripomenuti uvedeme nékolik znamych tvrzeni, kterd se ndm budou pfi feseni tloh
hodit.

Véta. (Thaletova) Na kruznici nad pramérem AB zvolme libovolny bod C' ruzny
od A, B. Potom je trojihelnik ABC pravouhly s pravym tithlem u vrcholu C. Popsané
kruznici se tika Thaletova.

Tvrzeni. TéZnice trojuhelnika se protinaji v jednom bodé (Fikdme mu téZisté).

v voev

tézisté T, potom plati

AT| =2-|5,T), kde S, je stfed strany BC'.

Tvrzeni. (O obvodovém a stfedovém thlu) Necht k je kruznice se stfedem O a
AB jeji tétiva. Potom se velikost ihlu AX B neméni, probiha-li X néktery z obloukii
kruznice k uréenych tétivou AB. Navic je |[<AXB| = 1|<AOBI|, kde tthlem AOB
rozumime vnéjsi thel ve ¢tyrihelniku AX BO.

Znaceni. Pro prvky trojuhelnika ABC budeme pouZivat nasledujici znaceni:
(1) a, b, ¢ — strany trojahelnika, a = |BC|, b= |AC|, ¢ = |AB|,

(2) e, vp, resp. v, — vyska na stranu a, b, resp. ¢,

(3) ta, to, resp. t. — téZnice z vrcholu A, B, resp. C,

(4) «, 8, resp. v — vnitini thel u vrcholu A, B, resp. C,

(5) R — polomér kruznice opsané,

(6)

7 — polomér kruznice vepsané,
(7) Sapc — obsah trojuhelnika ABC.

Piiklady

Pokud je v zadani prikladu uvedeno, ze zname néjakou délku, znamena to, Ze umime
zkonstruovat kruznici s danym polomérem.

Priklad 1. Je dana kruznice k a uvnitf ni dva rizné body P a (). Sestrojte pra-
vouhly trojahelnik vepsany kruznici k tak, aby body P, Q lezely kazdy na jedné
odvésne.



KONSTRUKCN{ ULOHY

Reseni. Sestrojime kruznici ¢ nad primérem PQ, priseéiky kruznic k a ¢ nazveme
K, K'. Mnozina pruse¢ikti navzdjem kolmych pfimek, z nichZ jedna prochzi bodem
P a druhd bodem @), je Thaletova kruznice ¢ nad pramérem PQ. Vrchol u pravého
thlu trojuhelnika tak musi leZet na kruznici ¢, bude to tedy jeden z bodu K, K'.
Nakonec pruseéik pfimky PK a kruznice k (rizny od K) nazveme L, podobné
prusecik pfimky QK a kruZnice k nazveme M. Potom je K LM hledany trojihelnik.

Stejné tak mtizeme najit trojuhelnik K'L'M’, pokud misto K vezmeme druhy
prisecik K’. Uloha tedy

(i) mé dvé feseni, pokud se kruznice k a £ protinaji ve dvou bodech,
(ii) m4 jedno FeSeni, pokud se kruznice k a ¢ dotykaji (v tomto ptipadé K = K'),
(iii) nem4 FeSeni, pokud se kruznice k a ¢ neprotinaji.

Priklad 2. Je déna kruznice k a pfimka p. Sestrojte kruznici ¢ o daném poloméru
r tak, aby se obou dotykala.

Priklad 3. Sestrojte trojuhelnik ABC, znate-li a, v, a R.
Priklad 4. Sestrojte trojuhelnik ABC, znate-li a, t, a «.
Priklad 5. Sestrojte trojuhelnik ABC, znate-li t,, tp a t..
Priklad 6. Sestrojte trojuhelnik ABC, znate-li thly «, 8 a obvod a + b + c.

Priklad 7. Je déan trojuhelnik ABC a na strané BC bod D. Zkonstruujte body
P na AB a @ na AC tak, aby PQ byla rovnobézna s BC a <PDQ byl pravy.

Priklad 8. Je dan trojuhelnik ABC a usecka délky d. Sestrojte rovnoramenny
trojahelnik K LM, ktery mé zakladnu délky |KL| = d a jehoz obsah je stejny jako
obsah trojthelnika ABC. (MKS 21-4-4)

Priklad 9. Uvnitf trojuhelnika ABC sestrojte bod M tak, aby platilo

SABM : SBCM . SACM =1:2: 3.
Priklad 10. Mgjme pfimku p a na ni po fadé body A, B, C, D. Naleznéte ¢tverec
KLMN takovy, ze piimky KL, MN, LM a KN protinaji pfimku p v bodech A,
B, C a D v tomto poradi. (MKS 27-6-5)

Priklad 11. Sestrojte koso¢tverec, jehoz protéjsi strany lezi na dvou danych rov-
nobézkach p, ¢ a druhé dvé strany prochézi dvéma danymi body E a F'.

Priklad 12. Sestrojte ¢tyfuhelnik EFGH, pokud znate délky tseéek EF, FG,
GH, HE a XY, kde X je stied tsecky EF a Y je stfed tsecky GH.
(MKS 27-6-7)

Zdroje

Nechal jsem se inspirovat starsim sbornikovym pfispévkem Al¢i Skdlové, které timto
dékuji.
[1] Al¢a Skélova: Konstrukéni dlohy, Hojsova Straz, 2011
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Finale soutéze ACM

FILip HLASEK

ABSTRAKT. Tento ptispévek je vénovan tloham, které se vyskytly na svétovém finéle
soutéze ACM-ICPC konaném v marockém mésté Marrakés od 15. do 20. kvétna 2015.
Pri feSeni nékolika z nich bylo uzite¢né vyuzit matematické znalosti a odhalit zajimavé
zakonitosti. Pfesné na ty ulohy se podivame a pokusime se je vyfesit.

Zkratka ACM je nespravné oznaceni jedné z nejstarsich programatorskych sou-
821, jejiz celé jméno je ACM International Collegiate Programming Contest (ACM-
ICPC) a je kazdoro¢né porddéna pod zastitou americké spolecnosti Association for
Computing Machinery. Déle stoji za zminku americkd univerzita Baylor, na které
soutéz v roce 1977 zalozil jeji dosavadni prezident profesor William B. Poucher.
Oficidlné se mohou ucastnit tficlenné tymy studentd z jedné univerzity a béhem
pétihodinového klani na né ¢eka 8 az 13 tloh. K jejich feSeni mohou vyuzit jediného
pocitace, coz vzdy vyzaduje ohromnou davku spoluprace, vstficnosti a porozuméni.
Odevzdany program je pfijat za spravny pouze tehdy, vyda-li pro vSechny pfipravené
vstupy spravnou odpovéd v daném casovém limitu.

Kazdy rok se na konci jara nebo na zac¢atku léta kona mezinarodni finale, kam po-
stoupi nékolik nejlepsich tymi z kazdého geografického regionu. Nase tymy soupefi
vzdy na podzim se svymi konkurenty ze stfedni Evropy obvykle o tfi az pét mist
(pFesny pocet zavisi na umisténi tymt v pfedchozim findle). Tymu z Karlovy univer-
zity se podafilo v roce 1998 v americké Atlanté porazit ve findle vSechny ostatni a
odvézt si domu obrovsky pohar. Samotné finale je velice prestizni udalost a se vSemi
formélnimi ceremoniemi, doprovodnym programem a testovacimi koly trva bezmaéla
cely tyden. Ani probojovat se v silné konkurenci do findle neni ¢asto viibec snadné.
Presto se to v roce 2015 tymu organizatort PraSatka ve slozeni Filip Hlasek, Mirek
Olsak a Stépan Simsa podafilo. Navic byly soutézni tlohy findle tentokrat hodné
matematické a nasemu tymu se velmi hodily zkusenosti z matematickych soutézich.
Cilem tohoto pfispévku je ukazat, jak je mozné matematické dovednosti uplatnit
v piibuzném oboru.
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Jak vypada dloha na programatorské soutézi

Bézna programatorska tloha se skldda z popisu, jak bude vypadat vstup, a pfesné
definice ocekavaného vystupu. Obvykle se vstup i vystup skldda z nekolika cisel
¢i posloupnosti pismen (tzv. fetézctt). V kazdém spravném zadani tlohy nalezneme
také omezeni na velikosti vSech ¢isel a na délky vSech fetézcii. Neni potieba oSetfovat
nevalidni a chybné vstupy. Casto je pomérné snadné implementovat néjaké feseni
daného problému a hlavni vyzvou zlstava casovy limit na béh programu, ktery je
obvykle nastaven na nékolik sekund.

Jak odhadnout dobu béhu programu na vstup dané velikosti

Dnesni pocitace zvladnou vykonat nékolik miliard elementarnich operaci za sekundu.
Bohuzel neni snadné odhadnout, kolik operaci vykond dany program na konkrétnich
vstupnich datech. Pfi odhadovani neni tfeba byt presny, protoze spustime-li program
na jiném pocitaci, pobézi jinak dlouho a malokdy dopfedu vime pfesnou konfigu-
raci stroje. Nejprve uvedeme presnou definici, pomoci které lze fadové aproximovat
rychlost rastu nékterych funkci, a poté se ji nau¢ime intuitivné vyuzivat na odhady
Casové slozitosti algoritmi, jak se Casto nazyva pocet operaci, které dany program
vykoné na vstupu konkrétni velikosti.

Definice. (Asymptoticky odhad, ,velké O notace*) Rekneme, 7e funkce g je ,velké
O od f%, zna¢ime g(n) € O(f(n)), pokud existuje kladnd konstanta c takovd, ze pro
v8echna pfirozend ¢isla n plati g(n) < c¢- f(n). Tento vztah miizeme také popsat
slovné tak, ze funkce g je asymptoticky mensi nebo rovna funkci f.

Uvedend definice je pomérné robustni a tézko uchopitelna, ale my se nauc¢ime
uvedené vztahy chapat intuitivné.

Cviceni. U uvedenych dvojic funkci urcéete tu, kterd je asymptoticky vétsi, pri-
padné ukazte, Ze jsou asymptoticky stejné (tj. obé jsou vétsi nebo rovny té druhé).

(1) f(n) =n, g(n) =n®,

(2) f(n) =3n, g(n) =n,

(3) f(n) =2n*—3n3+5n% —n+17, g(n) = 29n3 — 5n + 3,
(4) f(n) =n, g(n) =1,01",

(5) f(n) =/, g(n) =logn.

Pri praci s asymptotickou slozitosti je vzdy potieba si predstavovat, Ze nas za-
jimaji opravu velké hodnoty n. Dulezité je, jak rychle jednotlivé funkce ,rostou.
Pokladame si vlastné nasledujici otazku: ,,Zvétsime-1i dvakrat vstup, kolikrat vice
Casu zabere vypocet?“ Vzhledem k tomu, Ze operace naseho programu nejsou ele-
mentarni, mizeme pocitat, ze linedrni algoritmus (O(n)) stihne dokoncit vypocet za
nékolik vtefin pro vstupy do velikosti desitek milionti. Od toho se potom odviji, ze
o kvadraticky algoritmus (O(n?)) ma smysl se pokouset pouze tehdy, pokud omezeni
na vstupni data jsou do nékolika malo tisic, a podobné o kubicky (O(n?)) tam, kde

6



FILIP HLASEK

velikost vstupu je jen nékolik stovek. Déle algoritmus se slozitosti O(2") uspé&je na
soutézi nejvyse pro n < 25, zatimco O(n!) pouze pro n do 11.

Konec teorie, jdeme na alohy!

Ndsleduji strucné verze zaddni néekterych uloh, které se vyskytly na zminovaném sveé-
tovém findle. Casto chybi meéné podstatné detaily a toto zaddni se snazi popsat pouze
klicové casti ulohy. Podrobnosti o ulohdch naleznete v origindlnim zaddni na ofici-
alnich strankdch soutéze.

Uloha 1. Artycoky je mozné na trhu nakoupit a prodat kterykoliv z n dnt &islo-
vanych od 1 do n. Cena arty¢okt na trhu v den k je rovna

cena(k) =p- (sin(a -k +b) + cos(c- k + d) + 2).

Urcete nejvétsi pokles ceny mezi dvéma dny, kdy je mozné artyCoky nakoupit (tj.
maximalni hodnotu cena(i) — cena(j) pro 1 < ¢ < j < n). Vstup se skldda z Sesti
celych ¢isel p (1 < p < 1000), a,b,c,d (0 < a,b,c,d < 1000) an (1 <n < 106).
Vystup programu bude povazovan za spravny, bude-li mit relativni nebo absolutni
chybu nejvyse 1076,

Uloha 2. Na vstupu jsou dany dva konvexni mnohotihelniky, které se rovnomérné
pohybuji v roviné (nerotuji a pohybuji se po pfimce). Znamé jsou jak jejich po-
Catecni pozice, tak rychlosti a sméry. Urcete Cas, kdy plocha jejich prekryvu bude
nejvétsi. Nepotkaji-li se nikdy, vypiste nikdy. Pocet vrcholi kazdého mnohotthelniku
je nejvyse 10.

Uloha 3. Syr mé tvar krychle o rozmérech 100 x 100 x 100. Vstup za¢inad dvéma
celymi ¢isly n, s (0 < n < 10000, 1 < s < 100). Dalsich n fadki popisuje jednot-
livé diry v syru tvaru koule soufadnicemi jejich stfedit a jejich poloméry. VSechny
diry jsou celé uvnitf syra a navzajem se neprotinaji. Rozkrajejte syr na s platkt
rovnobéznych s osou z tak, aby vSechny platky mély stejny objem.

Uloha 4. Kazdy organizmus na nové objevené planeté lze popsat jeho genetickou
informaci tvofenou kone¢nou posloupnosti elementarnich nukleotidi ‘A’ ‘C” a ‘M.
Na pocatku véki zily na planeté dva jednoduché organizmy, kazdy slozeny z jedi-
ného nukleotidu. Obéas se do genetické informace jednoho organizmu pfimiché (na
libovolnou pozici) dalsi nukleotid a nové vznikly organizmus svého piedchiidce oka-
mzité zahubi. Nyni Zije na planeté pouze jediny druh organizmu (tj. ob& vyvojové
vétve se sloudily), jehoz genetickd informace je ddna na vstupu. Déle jsou dané ge-
netické informace organizmi odhalené z vykopavek. Rozhodnéte, zda je mozné, aby
se na zkoumané planeté organizmy vyvijely podle zminéného modelu. Vykopavek na
vstupu je nejvice 4 000 a kazdé z nich obsahuje nejvice 4 000 nukleotidii.

Uloha 5. Kandt je umélj podzemni kanal, jim? se do poustnich oblasti p¥ivadi sa-

mospadem voda z hor. Tento davny lidsky vynalez umoznil osidleni poustnich oblasti

v Africe a v Asii. Kanat se sklada z jednoho hlavniho vodorovného kanalu a nékolika
7
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svislych Sachet (viz obrézek) vyhloubenych do naklonéné roviny. Kanal i vSechny
Sachty maji stejny konstantni prurez. Pfi stavbé kanatu je nesnadnym problémem
odvoz vykopané horniny, kterd musi byt odstranéna pravé budovanymi Sachtami. Je
dédn pozadovany tvar kandtu, navrhnéte rozmisténi n (1 < n < 1000) pomocnjch
svislych Sachet (to jsou vSechny kromé té nejvyssi a slouzi pfedevsim k usnadnéni
stavby) tak, aby celkova prace potfebna ke stavbé kandtu byla co nejmensi. Chceme-
li souvisly tsek horniny délky L posunout k jednomu jeho konci, musime vynalozit
L2 .«

% préce.

Uloha 6. Reka se skldd4 z n (1 < n < 10°) rovnobé&znych a stejné Sirokych doprav-
nich pruhti. V kazdém pruhu se lodé pohybuji bud po proudu, nebo proti proudu.
Vsechny lodé pluji stejnou konstantni rychlosti. Na vstupu jsou dany startovni po-
zice vech plavidel, jejich sméry a délky. Celkovy pocet lodi je nejvyse 10°. Z dané
pozice jednoho bfehu feky bychom chtéli vypravit piivoz znamé rychlosti, ktery by
kolmo preplul na druhou stranu tak, aby po cesté nenaboural do zadné lodé. Hledame
nejdelsi souvisly tisek mezi Casy t; a ta, kdy je mozné privoz bezpecné vypravit.

Uloha 7. Je znama pravdépodobnost, Ze néjaky den bude slune¢no, ze bude ob-
la¢no, Ze bude prset a ze budou padat trakafe. Kazdy den nastane pravé jedna
z téchto moznosti. Pfedpokladéame, ze pocasi v jednotlivé dny je nezavislé na ostat-
nich dnech. Z nasi meteorologické stanice bychom chtéli vysledky za n (1 < n < 20)
dni posilat na centralu pomoci posloupnosti nul a jednicek. Navic bychom chtéli,
aby zadna z mozngch reportdzi nebyla prefixem jiné (neboli poc¢ateénim tsekem),
aby bylo mozné urcit, Ze jiz reportaz skoncila. Navrhnéte protokol posilani reporta
o pocasi, ktery minimalizuje stfedni délky zpravy.

Odkazy
1] https://icpc.baylor.edu/ — oficialni stranky soutéze
2] https://icpc.baylor.edu/worldfinals/problems/icpc2015.pdf — zadani tloh

ttp://codeforces.com/blog/entry/18016 — videa s FeSenimi tloh

| h

| h

| https://en.wikipedia.org/wiki/ACM_ICPC — podrobnosti o soutézi

| h

| http://www.csc.kth.se/~austrin/icpc/finals2015solutions.pdf — feSeni tloh



Kruhova inverze

MARTIN HORA

ABSTRAKT. Kruhova inverze je geometrické zobrazeni, které umi ménit kruznice na
pfimky a naopak. Podivame se, jakd ,magie“ se za tim skryva, a na prikladech si
ukézeme, kdy a jakym zplusobem je vhodné inverzi pouzit.

Umluva. Rovinu roz$iiime o jediny bod oo, o kterém tvrdime, Ze lezi na vsech
primkach.
Definice. Kruhovd inverze je geometrické zobrazeni dané kruznici k se stfedem O
a polomérem r, které bodu X prifadi bod X’ dle nasledujicich pravidel:

(i) Kdyz je X = O, potom X’ = 0.

(ii) Kdyz je X = oo, potom X' = O.

(iii) Jinak je X’ bod polopfimky OX, pro ktery plati |OX| - |OX'| = r2.

Cviceni. Rozmyslete si nésledujici pozorovani o kruhové inverzi:
(i) Body kruznice k jsou samodruzné.
(ii) Body, které leZely uvniti kruznice, se zobrazi ven a naopak.

(iii) Dvakréat provedend kruhovd inverze dle stejné kruznice je identita.

Tvrzeni. (Konstrukce obrazu) Je ddna kruznice k a bod X vné této kruZnice.
Tec¢ny ke kruznici k vedené bodem X se ji dotykaji v bodech T, U. Pak obraz X'
bodu X v kruhové inverzi podle kruznice k je stfed usecky TU.

Tvrzeni. (Tétivové ¢tyfahelniky) Je ddna kruZnice k se stiedem O a body A, B
takové, Ze nelezi na jedné piimce s O. Oznacme A’, B’ obrazy bodii A, B v inverzi
podle k. Pak body A, B, A’, B’ lezi na jedné kruznici.

Lemma. (Pfepocitavaci lemma) Je ddna kruznice k(O,r) a body X, Y. Oznacme
X', Y’ obrazy bodi X, Y v inverzi podle kruznice k. Pak

(i) |[<OX'Y'| = |<XY O,

7"2

i) (XY =|XY| —————.



KRUHOVA INVERZE

Tvrzeni. (Stézejni) UvaZme kruhovou inverzi uréenou kruznici k se stiedem O.
Pak

obrazem piimky prochéazejici bodem O je ona sama,

)

(ii) obrazem piimky neprochéazejici bodem O je kruznice prochdzejici bodem O,
) obrazem kruznice prochazejici bodem O je piimka neprochézejici bodem O,
)

obrazem kruznice neprochazejici bodem O je kruznice neprochazejici bodem

0.

Cviceni. Jak vypadaji kruznice, které kruhova inverze zobrazi na sebe samotné?

Priklady

Nyni zbyva dodat nékolik zavérecnych rad a nésledujicim prikladim jiz nic nestoji
v cesté.
(1) V celé fadé tloh nezavisi na poloméru kruznice, dle které se provadi inverze.
Dilezity byva hlavné jeji stied.
(2) Jako stied byvé zpravidla vhodné volit bod, jimz prochézi podeziele velké
mnozstvi kruznic.

(3) Casto se vyplati hledat inverzi, ktera prevadi néjaky objekt ze zad4ni na jiny.

Priklad 1. Pifimka p protne kruznici k v bodech A a B. Ozna¢me S stfed jednoho
z obloukt AB. Uvazme dvé pfimky prochazejici S, které protnou kruznici k£ v bodech
C a D a ptimku p v bodech E a F. Dokazte, ze body C, D, E a F lezi na kruznici.

Pfiklad 2. Je dan pravothly trojihelnik ABC's pravym tthlem u vrcholu C. Necht
D a FE jsou body na tuseckdch AC' a BC. Dokazte, Ze paty kolmic vedené z bodu C'
na ptimky AB, AE, BD a DF lezi na jedné kruznici.

Priklad 3. KruZnice vepsana trojuhelniku ABC se dotyka jeho stran BC, CA a
AB po fadé v bodech D, E a F. Necht X je bod uvnitf trojihelnika ABC takovy,
ze kruznice vepsand trojuhelniku ABX se dotyka jeho stran v bodech D, G a H.
Dokazte, ze body E, F, G, H lezi na kruznici. (IMO shortlist 1995)

Priklad 4. Nechf w je kruZnice opsané trojihelniku ABC. UvaZme kruZnici [,
kterd se dotyka stran AB, AC a navic kruznice w v bodé T'. Dale mé&jme kruznici
pfipsanou trojihelniku ABC proti vrcholu A, ktera se dotyka strany BC' v bodé V.
Dokazte, ze |[<BAT| = |<CAV|.

Piiklad 5. (Ptolemaiova véta) Pro étyfuhelnik se standardnim znacenim délek
stran a uhlopticek dokazte, ze
ac+bd > ef,
priemz rovnost nastava pravé tehdy, kdyz je ¢tyruhelnik tétivovy.
Priklad 6. Jsou dany dvé pevné kruznice k a [, které se protinaji v bodech A a

B. Necht m a n jsou kruznice, které maji s k& vnéjsi dotyk, s [ maji vnitini dotyk,
10
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navic se samy dotykaji v bodé X. Ukazte, ze bod X lezi na kruznici nezavislé na
volbé m a n. (MKS)

Priklad 7. Necht © je kruznice opsand trojihelniku ABC. Uvazme kruznici w,
kterda se dotyka stran AC, BC' a navic mé vnitini dotyk s 2 v bodé P. Pfimka
rovnobéznd s AB se dotykd w uvnit¥ trojuhelniku ABC' v bodé Q. Dokazte, ze
|<ACP| = |<QCB]. (EGMO 2013)

Priklad 8. Necht k1, ks, k3 a k4 jsou kruZnice takové, Ze k; a ks maji vnéjsi dotyk
v P a ko a k4 maji rovnéz vnéjsi dotyk v P. Oznaéme A, B, C, D druhé prusecéiky
k1 s ko, ko s ks, k3 s k4 a k4 s k1. Dokazte, zZe plati

|AB|-|BC| |PBJ?
|AD|-|CD| — |PD|*

(IMO shortlist 2003)

Priklad 9. Necht k& a [ jsou dvé kruZnice protinajici se v bodech A a B. Te¢na ke
k vedend bodem A protne [ podruhé v bodé C'. Te¢na k | vedend bodem A protne
k podruhé v bodé D. Necht E je bod na polopiimce AB takovy, ze |AE| = 2|AB|.
Dokazte, ze body A, C, E a D lezi na kruznici.

Priiklad 10. KruZnice k1, ko a k3 maji po dvou vnéjsi dotyk. Kruznice [; mé vnéjsi
dotyk s kruznicemi ki, ke a ks v bodech K, L a M. KruZnice ls mé s kruznicemi
k1, ko a k3 vnitini dotyk v bodech P, @ a R. Dokazte, Ze se pfimky K P, LQ) a M R
protinaji v jednom bodé.

Piiklad 11. Kruznice k1, ks a k3 maji po dvou vnéjsi dotyk. Navic se vSechny tii
dotykaji pfimky [. Kruznice k o poloméru jedna mé vnéjsi dotyk s k1, s ko i s ks,
ale nemé zadny spole¢ny bod s pfimkou /. Jaka je vzdalenost stfedu kruznice k od
primky [7

Literatura a zdroje:

Pii tvorbé prednasky jsem cerpal ze starSich prispévka Pepy Tkadlece a Pepy Svo-
body, kterym bych timto velmi rad podékoval.

[1] Archiv MKS, http://mks.mff.cuni.cz/archive

[2] http://www.artofproblemsolving.com

[3] http://www.imomath.com/

[4] http://mathcircle.berkeley.edu/
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Pocitani dvéma zpusoby

MARTIN HORA

ABSTRAKT. Seznamime se s technikou poc¢itani dvéma zpiisoby. Tato metoda stoji na
jednoduchém faktu, Ze pocet prvkii dané mnoziny, at uz je spoéitame jakkoliv, je stale
stejny. Techniku si procvi¢ime na ditkazech uziteénych kombinatorickych identit, spo-
¢itdme pomoci ni nékolik prikladt a nakonec ji pouzijeme k dikazu dvou zajimavych
matematickych vét.
Umluva. Vsechny pouzité proménné n,m, k, ... jsou celd nezdporna &isla, nebude-
li feceno jinak.
Priklad. Na vecirku se sejde koneény pocet lidi. Néktefi z nich si na pfivitanou
potfesou pravici. Dokazte, Ze pocet hostt, ktefi si podali ruku s lichym poc¢tem lidi,
je sudy.
Reseni. Oznaéme P mnozinu lidi, ktef{ dorazili na veéirek. Necht R je mnoZina
usporadanych dvojic (z,y) takovych, Ze z,y € P a host z podal ruku na pfivitanou
hostu y. Déle oznacme p, pocet lidi, kterym podal ruku host x, a ¢ celkovy pocet
potfeseni rukou.
Pak velikost mnoziny R je rovna z jedné strany . p p,. Z druhé strany se pak
mohutnost R rovna 2t, jelikoz kdyz (z,y) € P, pak i (y,z) € P. Tedy

me = 2t.

zEP

Suma celych ¢isel je sudé pravé tehdy, kdyz obsahuje sudy pocet lichych ¢isel. To
znamena, ze pocet lidi, ktefi si potfasli rukou s lichym poctem navstévnika, musi
byt sudy.

Definice. Kombinacni cislo (2) vyjadifuje pocet moznosti, kterymi lze vybrat k
objekti z n.

Kombinatorické identity

K pocitani dvéma zptisoby je jesté nutné osvojit si jednu diilezitou schopnost. Pokud

dostaneme pocet moznosti, tak potfebujeme vymyslet ptiklad, jemuz tento pocet

moznosti odpovida. Timto zpiisobem se pokuste nahlédnout nasledujici rovnosti.
12
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Priklad 1. Dokazte

Priklad 2. Dokazte

Priklad 3. Dokazte

Priklad 4. Dokazte

Priklad 5. Dokazte

- n
Zk<k> =2n 1y
k=0
Priklad 6. Dokazte
i n\ (k _on—d(n
k) \d d)’
k=d

Piiklad 7. (Vandermondova identita)

> (") - (")

Priklad 8. Dokazte

Priklad 9. Dokazte

gi?’: (iz)z

i=1
T&% priklady

Priklad 10. V tabulce nxn je v kazdém policku napsano ¢islo vyjadiujici, v kolika
pravotuhelnicich se vyskytuje. Dokazte, ze soucet ¢isel v celé tabulce je roven druhé
mocniné pfirozeného ¢isla. (MKS 29-3-7)

Priklad 11. V poslanecké snémovné je 200 poslanct, ktefi postupné hlasuji o n

zédkonech. (Poslanec mtze byt bud pro schvéleni zakona, nebo proti, nebo se muze

zdrZet hlasovéni.) Je zndmo, Ze pro kazdd dvé hlasovani existuje poslanec, ktery
13
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v jednom hlasoval pro a v jednom proti. Ozna¢me z; pocet poslanci, ktefi se zdrzeli
hlasovani o i-tém zakonu. Dokazte, ze

n

Z 9%i S 2200.
=1
(MKS 32-8-7)

Piiklad 12. V obdélnikové tabulce m X n jsou napsand nezidpornd realna dcisla,
pricemz kazdy sloupec a kazdy rfadek obsahuje alespon jedno kladné ¢islo. Pokud se
navic fadek a sloupec protinaji v policku, kde je kladné ¢islo, tak je jejich soucet
stejny. Dokazte, ze m = n. (Kanada 2006)

Priklad 13. (Erdés-Ko-Radova véta) Necht k a n jsou pfirozen ¢isla takova, ze
2k < n. Déle nechf M je mnozina k-prvkovych podmnozin mnoziny {1,2,...,n}
takovd, ze pro vSechny mnoziny C, D € M plati, ze C N D # (). Dokazte, ze | M| <

(»21)-

Piiklad 14. (Cayleyho formule) Kolik koster ma uplny graf na n vrcholech?

14
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Navody

1. Vybirejme k lidi z n. Pocet zpisobi, kterymi to mizeme udélat, 1ze vyjadrit
pomoci lidi, které vybereme, nebo pomoci lidi, které nevybereme.

2. Vybirdme k + 1 lidi z n + 1. Prvniho bud vybereme, anebo ne.

3. Vybirejme r lidi z n a z téchto r lidi jesté k-clennou komisi.

4. Kolika zptisoby mizeme vybrat podmnozinu n-prvkové mnoziny?

5. Méjme n rytift, ze kterych chceme vybrat trestnou vypravu proti loupezniktim,
ktera bude mit svého velitele.

6. Tentokrat ma trestnd vyprava d-clenné veleni.

7. Méame n dévéat a m hochti a chceme z nich vytvorit r-lenny tym.

8. Nyni mame dévcat i chlapci n.

9. Namalujte si ¢tverec se stranou .. ;4 a zkuste ho pokryt pomoci ¢tverci
z pravé strany. k> znamend, e mame k &tvercil o strané k.

10. Soucet cisel spocitejte pfes vsechny obdélniky, které se vejdou do mfizky.
Kazdy obdélnik zapocitejte tolikrat, kolik policek obsahuje.

11. Kolik nejvyse hlasovani mohlo probéhnout, pokud by kazdy hlasoval pro, nebo

proti? Kolika zptsoby Ize doplnit ta hlasovani, kde se nékdo zdrzel, tak, aby kazdy
hlasoval?

12. Uvazte podtabulku tvofenou fadky a sloupci takovymi, ze soucet ¢isel v kazdém
z nich je stejny. Jaké ma tato podtabulka rozméry?

13. Cyklickym intervalem nazveme mnozinu k po sobé jdoucich ¢isel modulo n.
(Napiiklad {n —2,n —1,0,1,...,k — 2,k — 3} je cyklicky interval.) Dvéma zpisoby
poditejte pocet usporddanych dvojic (N, w), kde N € M a 7 je permutace, kterd
pfevadi N na néjaky cyklicky interval.

14. Pocitejte dvéma zptisoby, jak vytvorit postupnym priddvanim hran zakofenény
orientovany strom o m vrcholech takovy, Ze vSechny jeho hrany jsou orientovany
smérem od kofene.

Literatura a zdroje

[1] Stépan Simsa: Poéitdini dvéma zpiisoby, Sbornik MKS, Horni Lyseéiny, 2013.
[2] Zuzka Safernova: Dvoji poéitdni, Sbornik MKS, Staré Mésto, 2009.
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Diskriminant a Cauchy-Schwarzova nerovnost

Davib HRUSKA

ABSTRAKT. Prispévek vychazi z kapitoly z knihy [1] vénované stejné dvojici témat.
Poskytuje ¢asteény tvod do problematiky algebraickych nerovnosti (pofadnym tvo-
dem je pak [3]). Vychézi ze zékladnich vlastnosti kvadratické rovnice, které mimo
jiné vyuziva k dikazu klasické Cauchy-Schwarzovy nerovnosti, jejiz aplikace v zavéru
uvadi.

Kvadraticka (ne)rovnice

Ze skoly vsichni umime vyfesit kvadratickou rovnici, ti z lepsich rodin i kvadratickou
nerovnici. Vychazi se pfi tom ze znamého

Tvrzeni. Grafem kvadratické funkce f(x) = ax® + bx + ¢ je parabola s vrcholem
b
2a7

pro zaporné je maximem.

o soufadnicich [f % + c} . Pro kladné a je vrchol minimem funkc¢nich hodnot,

Co byste ale fekli na nasledujici tlohu?

Piiklad 1. Dokazte, ze pro z,y € R plati 22 + 92 + 1> zy+ 2 + v.

Resent. Je to sice nerovnost dvou proménnych, ale presto nam znalosti o kvadra-
tické rovnici (jedné proménné) pomohou. Na nerovnost se podivame jako na nerov-
nici s neznamou x a upravime ji na tvar kvadratické rovnice

P +a(-y—-1)+y*—y+1>0.
Koeficient kvadratického ¢lenu je kladny, takze leva strana je zapornd pouze pro
hodnoty mezi kofeny. Chtéli bychom tedy dokazat, Ze (nezavisle na y) ma nejvyse

jeden (dvojny) kofen (z geometrického hlediska chceme dokazat, Ze graf nasi funkce
je cely nad osou x). Diskriminant je roven

D=(—y—1° -4y’ —y+1)=-3(y - 1)* <0.

Nerovnost tedy plati pro vSechna x a vSechna y.

Uvedeny postup nas zbavil jedné proménné, coz je jisté zjednoduSeni. Vyfeste
nasledujici ptiklady a u tfetiho z nich si uvédomte, ze staci, aby nerovnost byla
kvadratickd v jedné proménné.
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Priklad 2. Pro redlna z,y dokazte nasledujici nerovnosti:

(i) 2% +y? +4> 2y + 2z + 2y,

(i) 222 +2y2 + 1>z +y + 2wy,

(iii) 22y + 42 + 1 > 4ay.
Piiklad 3. Dokaite, ze Cisla a, b, ¢ jsou délkami stran trojihelnika, pravé kdyz
plati

(a2—|—b2—|—c2)2 > 2(a4+b4+c4).

Priklad 4. Jsou déna realna &isla x4, xo, .. ., x,. Zjistéte, pro kterd 2 € R nabyva
vyraz S = (x — x1)* + -+ + (z — x,,)? své nejmensi hodnoty.

Priiklad 5. Pro kladnd a, b, ¢ dokaZte nerovnost

6a + 4b + 5c > 5V ab + Tv/ac + 3vbe.

Cauchy-Schwarzova nerovnost

Da se Fict, ze nas dosavadni postup byl ekvivalentni (,,parabola je nad osou x pravé
tehdy, kdyZ je jeho diskriminant zdporny*), miZeme jej proto obratit. Uvazme dvé
n-tice redlnych ¢isel z1,...,T, a Y1,...,Yn. Vyraz

F(t) = (x1t — y1)2 +oo 4 (xpt — yn)2

je ziejmé nezaporny. JelikoZ je zaroven kvadraticky v proménné ¢, je jeho diskrimi-
nant nekladny: (2z1y1 + - + 22,yn)% —4(x3 + -+ 22) (Y2 + -+ y2) < 0=
(@ + a3+ ap) (i + 3+ yn) 2 (@ + xaye + o 2ayn)”
Pravé dokdzana nerovnost se nazyva Cauchy-Schwarzova a jeji vyuziti (resp. jeji
obecné&jsi verze) vyrazné presahuje téma prednéasky.
Piiklad 6. DokaZte nerovnost (a + b+ c)(% + % + %) > 9 pro kladné a, b, c.
Priklad 7. DokaZte také obecnéjsi verzi (a3 + - - + an)(a—l1 44+ L) >n? pro
a; € RT.
s viy 1 1 1 9
Priklad 8. Pro z,y,z € R* dokazte, ze plati {3 + ot e 2 e
Piiklad 9. Pro z, y, z realna dokazte 14(z? + 32 + 22) > (x + 2y + 32)2.
Piiklad 10. Dokaite nerovnost pro z,y,z € R*:
2 2 2
T z rT+y+z
+-L 4 >ITYTE
y+z z4+zx y+x 2

Cauchy-Schwarzova nerovnost mé dva obzvlast uZiteéné tvary, s prvnim z nich
jsme se uz v podstaté setkali u posledniho piikladu.
17



DISKRIMINANT A CAUCHY-SCHWARZOVA NEROVNOST

CS zlomkobijec

Tvrzeni. (CS zlomkobijec) Necht n € N. Ddle budte ay,as,...a, nezdporni a
b1,bs,...b, kladna. Pak plati

ai as QA (,/a1+,/a2+--~+\/an)2
—+ =+ F+—] > .
b1 by bn by +by + -+ by

Poznamka. Vsimnéte si, ze jsme podobné jako v nerovnostech ,bez sudych moc-
nin na levé strané“ museli pridat predpoklad o nezapornosti.
Priklad 11. Budte a, b, ¢, d kladna éisla spliiujici @ + b + ¢ + d = 1. Ukaite, ze
plati
a® b? c? d?
a+b+b—|—c+c—|—d+d—|—a

1
> —.
-2
(Irska MO)
Pi#iklad 12. Pro a,b,c € RT dokazte nasledujici nerovnost:

a b c
- +
b+c c+a a—+b

>3
-2

(Nesbittova nerovnost)

Piiklad 13. Pro kladné ¢isla a, b, ¢ dokazte nerovnost

a b c

> 1.
b—|—20+c—|—2a+a—|—2b -

(Cesko-slovensko-polské stietnuti)

Priklad 14. Necht a, b, ¢ jsou kladn4 ¢isla, jejichz soucin je roven jedné. Dokazte,
Ze plati

1 n 1 n 1 S 3
ad(b+c) ba+c) Ab+a) 2
(IMO 1995)
CS a odmocniny
Tvrzeni. Bud n prirozené &islo a ay,as,...,ay,, by,ba,...,b, ¢isla kladna. Pak

plati

Vaiby + Vazby + -+ Vapby < V/(ar+az + -+ ag)(br + bz -+ by).
18
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Pi#iklad 15. DokaZte nerovnost v/x + 1++/2x — 3++/50 — 3z < 12, pro ta x, pro
ktera ma leva strana smysl.

Piiklad 16. Dokazte nasledujici nerovnosti pro a,b,c € RT:
(i) Va2 + vV + V3 < \/(a+b+c)(a®+b2+ ),
(i) Va3 + Vb3 + Ve < /3(ad + b3 + 3).

Literatura a zdroje

[1] J. Herman, R. Kudera, J. Simsa: Metody 7eseni matematickijch loh I, Ma-
sarykova univerzita, 1996.

[2] Aléa Skélova: Cauchy-Schwarzova nerovnost, Oldfichov, 2012.

[3] M. Rolinek, P. Salom: Zdoldvdni nerovnosti, PraSe¢i serial, 29. roénik.
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KuZzeloseCky

DaviD HRUSKA

ABSTRAKT. Prispévék obsahuje tii ekvivalentni definice kuzelosecéek a jejich zakladni
vlastnosti. Hlavni ¢ast je vénovana syntetickému pfistupu, ktery neni rozsifeny, ale je
elementarni a s pouzitim nékterych vysledku klasické planimetrie rychle vede k pokro-
¢ilym vlastnostem kuzelosecek.

Rovinné definice

Elipsa je mnozina vsech bodu v roviné, které maji od dvou pevné danych riaznych
bodit E, F (ohnisek) konstantni soucet vzdalenosti 2a pro néjaké a > 0. Elipsa je
zfejmé soumérna podle pfimky EF a podle kolmice na ni vedené stfedem tusecky
EF. Témto primkadm fikdme hlavni a vedlejsi poloosa. Elipsa protinéd svoji hlavni
poloosu v bodech vzdalenych 2a. Velikosti hlavni poloosy myslime polovinu této
vzdalenosti, tedy a, analogicky pro vedlejsi poloosu.

Hyperbola je mnozina vSech bodt v roviné, které maji od dvou pevné danych
rtiznych bodt E, F (ohnisek) konstantni rozdil vzdélenosti 2a, kde 2a < |EF| = 2e.
20
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Parabola je mnozina vSech bodti v roviné, které maji od pevné dané fidici primky
d a ohniska F' (F ¢ d) stejnou vzdalenost. Vzdalenost p = |F'd| se nazyva parametr.
Kruznici lze povazovat za specialni pfipad elipsy — pokud ohniska F, F' splynou.

Poznamka. V obréazcich miZete vidét i dalsi standardni parametr elipsy — tzv.
excentricitu, kterou znacime e. My ji ale nebudeme potifebovat, ¢ili se s ni ani ne-
budeme zdrzovat.

Cviceni. Urdete mnozinu stfedd vSech kruznic dotykajicich se soucasné dvou da-
nych kruznic, pokud tyto
(i) lezi vné sebe,
(ii) jedna lezi uvnit¥ druhé.
Prestoze budeme pracovat s kuzeloseckami vyhradné synteticky, kratce si shrneme
jejich souvislost s algebraickymi kiivkami.

Algebraicka definice

Definice. Kvivkou druhého stupné rozumime mnozinu bodt (z,y) € R? spliujici
rovnici

a11x2 + 2a12xy + a22y2 + 2b1x + 2b2y +c= 07 (1)

kde koeficienty jsou realna ¢isla.

Lze ukazat, ze pokud leva strana neni soucinem dvou linearnich vyraza a rovnici
(1) vyhovuje vice nez jeden bod, pak ji lze vhodnou transformaci soufadnic pfevést
na jeden z tvari

NS s o . .
(i) o + 2= 1, a > b > 0 popisuje elipsu s délkami poloos a, b a ohnisky

v bodech (+va? — b2,0),

(ii) ¥> = 2pz, p > 0 popisuje parabolu s ohniskem v bodé (p/2,0) a ¥{dici

pfimkou danou rovnici x = —p/2,
2 2
i) LY~ 1, a,b > 0 popisuje hyperbolu s ohnisky v bodech (£+v/a? + b2, 0).
272
a
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KuZelova definice

V tomto oddilu zkusime zjistit, pro¢ se nasim oblibenym kiivkam iika pravé kuzelo-
secky. Pti fezu rota¢ni kuzelové plochy rovinou, ktera neprochazi vrcholem kuzelové
plochy, obdrzime vzdy elipsu, parabolu nebo hyperbolu. Typ kuzelosecky zavisi na
thlu, pod kterym rovina kuzelovou plochu protina. Ozna¢me « thel, ktery sviraji
povrchové piimky s rovinou kolmou na osu kuzelové plochy, a 8 tthel fezné roviny a
roviny kolmé na osu kuzelové plochy (viz obrazek).

(i)

Uvazme prvni pfipad, ¢ili @ > . Do obou ¢asti spodniho kuzelu vepiseme sféry
a body jejich dotyku s feznou rovinou ozna¢me sugestivné F} a F5. Prislusny fez
kuzelové plochy je potom elipsa s ohnisky F; a Fb. Toto tvrzeni si na prednasce
dokéazeme.

Cviceni. Dokazte analogickd tvrzeni pro hyperbolu (analogické) a parabolu (mirné
odli$né; uvazte navic rovinu obsahujici dotykovou kruznici).

Cviceni. Rozmyslete si, Ze degenerované piipady priniku fezné roviny a kuzelové
plochy odpovidaji tém zminénym u algebraické definice.

Cviceni. Popiste rovinny fez valcové plochy.

Geometrické vlastnosti

Nasledujici tvrzeni ukazuje mozna nejzajimavéjsi vliastnost kuzelosecek, se kterou se
¢lovék muize potkat i v praxi' a da se pouzit jako zaklad pro synteticky piistup ke
kuzeloseckam.

Umluva. Ohniska elipsy a hyperboly budeme znacit I a F.
Véta. (The optical property)
(1) Tec¢na k elipse, kterd se ji dotykd v bodé P, je osou vnéjsiho uhlu Fy PF;.

1Viz napt. (eliptické) septajici galerie, parabolické antény, reflektory, dalekohledy. ..
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(2) Te¢na k hyperbole, ktera se ji dotyka v bodé P, je osou vnit¥niho ahlu
F\PFs.
(3) Tecna k parabole, ktera se ji dotyka v bodé P, je osou thlu FyPP’, kde P’
je projekce P na ridici pfimku.
Poznamka. Jak uz jsme si mohli nékolikrat vSimnout, elipsa a hyperbola maji
mnoho podobngch (v jistém smyslu spiSe opacénych) vlastnosti. Naproti tomu para-
bolu miizeme vnimat jako extrémni pripad mezi nimi, nejlépe jako ,elipsu s jednim
ohniskem v nekonec¢nu“. S touto analogii je tfeba zachézet opatrné, ale napiiklad na
predchozi vété funguje dobte.
Pro elegantni dukaz véty pro elipsu a hyperbolu je uziteéné feseni nasledujici
ulohy.
Cviceni. Je ddna pfimka p a body A, B mimo ni. Naleznéte na p bod P minima-
lizujici soucet, resp. maximalizujici rozdil jeho vzdalenosti od bodi A a B.
Nyni uz se miZzeme vrhnout na pofadnou geometrii!
Tvrzeni. Priisecik tecen k elipse vedenych krajnimi body P, Q) jeji tétivy obsahu-
jici ohnisko F je stfed kruznice pripsané trojuhelniku Fs PQ prislusejici strané P(Q).
Navic Fi je bod dotyku této kruznice a strany PQ.

Tvrzeni. Necht P je priisecik tecen k elipse dotykajicich se ji v bodech X a Y.
Pak plati <XF, P = <Y F|P.

Ulohy o elipse
Uloha 1. Dokazte, Ze mnozina bodt soumérnjch s jednim ohniskem elipsy podle
vSech tecen je kruznice se stfedem ve druhém ohnisku o poloméru 2a.

Uloha 2. Danym bodem vedte teény k elipse. Rozliste ptipady, kdy bod lezi na
elipse a mimo ni.

Uloha 3. Popiste mnozinu stiedt tétiv elipsy daného sméru.
Uloha 4. Pomoci pravitka a kruzitka zkonstruujte ohniska dané elipsy a.

Uloha 5. Do 2n-tihelniku je vepsana elipsa. Obarvéme strany mnohothelniku st¥i-
davé bile a ¢erné. Dokazte, ze soucet uhli, pod kterymi jsou z ohniska vidét bilé
strany, je roven 180°.

Ulohy o parabole

Uloha 6. Danym bodem vedte te¢ny k parabole (je dano ohnisko a Fidici piimka).
Rozliste pripady, kdy bod lezi na parabole a mimo ni.

Uloha 7. Uré¢i mnozinu bodt, které maji od pfimky ¢ a bodu M staly soucet
vzdalenosti.
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Nasledujici tllohy je vhodné tesit v uvedeném potadi.
Uloha 8. Dokazte, Ze obraz ohniska v osové soumérnosti podle teény lezi na iidici
primce.

Uloha 9. 7Z bodu P jsou vedeny teény k parabole dotykajici se ji v bodech X a Y.
Jejich kolmé projekce na ¥idici pfimku oznaéme X’ a Y’. DokaZte, Ze P je opsisté
trojihelniku FX'Y”.

Uloha 10. Dokazte, e mnozina bodtl, z kterych je parabola vidét pod pravym
thlem, je fidici pfimka. Navic pro P na fidici pfimce je PF vyska v trojuhelniku
XPY, kde X aY jsou body dotyku tecen z P.

Uloha 11. Dokaite, 7e ohnisko paraboly pfipsané trojuhelniku lezi na jeho kruznici
opsané.

Bonus. S vyuzitim vlastnosti Simsonovy primky dokazte

Tvrzeni 12. Ridici piimka paraboly pfipsané trojihelniku prochazi jeho priiseci-
kem vysek.

Uloha 13. Je dana parabola a jeji te¢na t dotykajici se ji v bodé P. Dokazte,
ze priseCik kolmice na t prochazejici P s osou paraboly se nachézi v konstantni
vzdalenosti od projekce P na osu paraboly nezavisle na poloze bodu P.

Uloha 14. Jsou dény dvé riiznobézné piimky a na kazdé z nich bod pohybujici se
po ni konstantni (ne nutné navzdjem stejnou) rychlosti tak, Ze prisecikem piimek
neprojdou oba body najednou. Dokazte, Ze jejich spojnice béhem pohybu zistava
tecnou k pevné parabole.

Navody

1. Vyuzijte Vétu.

2. Pro bod na elipse pouzijte Vétu, pro bod mimo vhodné pieneste celou délku 2a
na poloptimku FiT', kde T je hledany bod dotyku.

3. Vyuzijte toho, Ze elipsa je rovnobéznou projekci kruznice.

4. Vyuzijte pfedchozi tlohu pro nalezeni stfedu elipsy. Pak sestrojte hlavni a ved-
lejsi poloosu. Vyuzijte symetrie elipsy.

Vyuzijte druhého Tvrzeni.

Pomoci Véty najdéte projekci bodu dotyku na fidici pfimku.

Vhodné posuiite g.

Vyuzijte Vétu.

© ® oo

Tecény jsou osy stran.

10. Vyuzijte tlohu 8.

11. Vyuzijte tlohu 8 a Simsonovu pfimku.
13. Najdéte podobné trojahelniky.
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14. Definujte parabolu tfemi tenami (dvé uz méate) a vyuzijte tlohu 10.

Literatura a zdroje

[1] A. V. Akopyan, A. A. Zaslavsky Geometry of Conics, AMS, 2007.
[2] Al¢a Skélova KuZelosecky, Mentaurov, 2013.
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Kongruence

KAROLINA KUCHYNOVA

ABSTRAKT. Kongruence jsou jednou z oblasti studia teorie ¢isel, vychéazi z délitelnosti
a umoznuji nam rozsifit pohled na ni. Prestoze se na stfednich skolach standardné
neprobiraji, daji se uplatnit v matematické olympiadé i jinych soutézich. Na prednasce
si predstavime jejich zdkladni vlastnosti a ukazeme jejich vyuziti na ruznych typech
prikladt.
Definice. Jestlize dvé celd ¢isla a,b davaji pfi déleni pfirozenym cislem m tyz
zbytek r, kde 0 < r < m, fikdme, Ze a a b jsou kongruentni modulo m, coz zapisujeme
takto:
a=b (modm).
Tvrzeni. (Ekvivalentni podminky) Pro libovolng a,b € Z, m € N jsou nésledujici
podminky ekvivalentni:
(1) a=b (mod m),
(2) a =b+ mt pro vhodné t € Z,
(3) m|a—b.

Tvrzeni. Pokud a =0 (mod m) a k € Z, plati:

(1) a+ k=b+k (mod m),
(2) a-k=0b-k (mod m).

Tvrzeni. Pokud a =b (mod m), c =d (mod m) an € N, plati:

(1) a+c=b+d (mod m),

(2) ac =bd (mod m),

(3) a™ =b" (mod m).
Cviceni. Ukazte, Ze pokud a-c =0b- ¢ (mod m), tak obecné nemusi platit a = b
(mod m).
Tvrzeni. Pokuda-c=b-c (mod m) a (m,c) =1, tak a =b (mod m).
Tvrzeni. Necht a =b (mod m) a m’ € N. Pak plati:

(1) a+k-m=0b (mod m).

(2) pokud m' | m, pak a =b (mod m’),

(3) pokud ca = ¢b (mod m), tak a =b (mod m/(m,c)).
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Priklady

Ptiklad 1. Naleznéte zbytek po déleni ¢isla 529 &islem 26.

Priklad 2. Mg¢jme ¢islo N =22-31+11-17+ 13- 19. Urcete:
(1) paritu ¢isla N,
(2) posledni éislici N,
(3) zbytek po déleni ¢isla N sedmi.

Priklad 3. Dokazte, Ze ¢islo n je délitelné ¢islem m pro
(1) n =250+ 730 am =13,
(2) n=(835°+6)1® —1am=112.

Priklad 4. Dokazte, ze

(1) pro libovolné n € N je &islo 377+2 + 161 4 23" délitelné sedmi,
(2) pro libovolné n € N je ¢&islo 722742 — 4727 4 28271 d¢litelné ¢islem 25,
(3) pro libovolné k,m,n € N je &islo 5281 4 45m+2 4 357 dglitelné ¢islem 11.

Priklad 5. Dokazte, ze zadné éislo tvaru 8k + 3, k € N, neni mozné zapsat ve
tvaru 22 — 2y? pro zadna cela &isla x, 5.
Priiklad 6. Dokazte, Ze
(1) pokud a,b € Z a a®? +b*> =0 (mod 3), pak a = b
(2) pokud a,be Z aa®+b*>=0 (mod 7), pak a = b
(3) existuji cel ¢isla a,b takovd, Ze ackoli plati a?
neplati a =b =0 (mod 5).
(4) pokud a,b,c € Z a a®+b* + ¢ =0 (mod 9), pak abc =0 (mod 3).

0 (mod 3),
0 (mod 7),
b2

+ b% = 0 (mod 5), presto

Piiklad 7. Reste v celjch ¢&islech rovnice:
(1) bz + Ty =8,
(2) 91x — 28y = 35,

(3) 18z + 20y + 15z =1,

(4) 152 — 12y + 48z — 51lu = 1.

Piiklad 8. Najdéte viechna celd ¢isla x,y takova, Ze 22 = 4y + 2.
Piiklad 9. Dokazte, e rovnice 22 = 3 — 8z 4 2y? nem4 TeSeni v celjch &islech.
Piiklad 10. Reste v pfirozenych &islech rovnici a® + b* + ¢ = 1234567.

Priklad 11. Ukazte, Ze jestlize jsou éisla p a p + 2 obé prvodisla, tak potom bud
p=23,nebo 6| p+1. (Kanada 1973)

Piiklad 12. Znacme ciferny soudet ptirozeného ¢isla n jako C(n). Najdéte vSechna
n, pro kterd plati n + C'(n) + C(C(n)) = 2015. (Brkos XXI-6-5)
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Priklad 13. Transformaci ¢isla budeme rozumét jeho nahrazeni vlastnim cifer-
nym soudtem. Za¢neme s 20072997 a udélame ¢tyfi transformace. Jaky dostaneme
vysledek?

Priklad 14. Ukazte, Ze napiSeme-li ¢isla 1,2,...,1986 bez mezer za sebe v libo-

volném poradi, nedostaneme nikdy ¢islo, které by bylo tfeti mocninou pfirozeného

¢isla.

Piiklad 15. Necht n je pFirozené ¢éislo takové, ze n(n+1)/3 je étverec. Ukazte, ze

pak n je ndsobek tii a ¢isla n + 1 a n/3 jsou také ctverce. (Brazilie 1989)

Priklad 16. Najdéte vSechny dvojice prvoéisel p, q takové, ze p +q = (p — q)>.
(Ruskd MO 2001)

Piiklad 17. Cislo n je soucinem t¥{ (ne nutné rtiznych) prvocisel. Zvétsime-li kazdé
z nich o jedna, zvétsi se jejich soucin o 963. Urcete ptivodni ¢islo n. (MO 63-1-1)

Literatura a zdroje

[1] J.Herman, R.Kucera, J.Simsa: Metody 7eseni matematickijch loh I, MU,
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[2] Kuba Krésensky: Délitelnost pro zaédtecniky, Domasov, 2012,
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[4] Franta Kopecky: Lehkd teorie ¢isel na brutalitach, Hutisko-Solanec, 2007,
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Mocnost bodu ke kruznici

ANH DuNG , TONDA“ LE

ABSTRAKT. Prispévek seznamuje se zakladnimi vlastnostmi mocnosti bodu ke kruz-
nici a ilustruje jeji pouziti v geometrickych tlohach.

Trocha teorie na Gvod

Definice. Je dan bod M a kruzZnice k se stfedem O a polomérem r. Mocnosti bodu
M ke kruznici k rozumime &islo p(M, k) = |MO|* — r2.

Poznamka. Pokud bod M lezi vnég, resp. uvniti kruznice k, je éislo p(M, k) kladné,
resp. zaporné. Lezi-li bod M na kruZnici k, je p(M, k) = 0.

Poznadmka. Necht M a N jsou dva rizné body. Pak p(M, k) = p(N, k), pravé
kdyz |[MO| = |NO|.

Tvrzeni. Necht pfimka p vedend bodem M protne kruznici k v bodech A, B. Pak

plati
(M. k) |MA|-|MB|, lezi-li M vné k,
PESRI= J\MA| - |MB|, lezili M uvnitF k.

Jestlize specialné M lezi vné k a oznacime T bod dotyku tecny ke kruznici k vedené
bodem M, pak p(M, k) = |[MT|>.

Tvrzeni. Necht ABCD je étyftihelnik a M = AD N BC. Pak ABCD je tétivovy,
pravé kdyz |MA|-|MD|=|MB|-|MC|.

Definice. Necht k, [ jsou kruznice. Mnozinu bodit X spliiujicich p(X, k) = p(X,1)
nazyvame chorddlou kruznic k, [.

Tvrzeni. Chordéla dvou nesoustiednych kruznic je piimka kolma na spojnici jejich
stredd.

Piklady

Priklad 1. Kruznice k, [ se stiedy K, L se protinaji v bodech A, B. Pfimka AB
protne spolecnou teénu kruznic k, [, kterad se jich dotyké v bodech T'; U, v bodé P.
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Pak |PT| = |PU|.

Priklad 2. Na prodlouzeni tétivy KL kruznice k se stfedem O lezi bod A. Teény
z bodu A ke kruznici k se ji dotykaji v bodech T', U. Ozna¢me M stied tsecky TU.
Ukazte, ze ¢tyruhelnik K LMO je tétivovy.

Priklad 3. Méjme pravouhly trojuhelnik ABC' s pfeponou AB. Na jeho odvésné
AC' zvolme bod D. Nyni sestrojme kruznici k1, kterd se dotyka AB v bodé A a
prochézi bodem D. Déle téz kruznici ks, ktera se dotyka AB v bodé B a téz prochazi
bodem D. Ozna¢me E druhy prisecik kruznic k; a ko. DokaZte, ze tthly BAC a DEC
jsou shodné. (Hradisté 2007)

Priklad 4. Je déna kruznice k£ a bod A rtzny od jejiho stredu. UkaZte, Ze stiedy
kruznic opsanych vsem trojthelnikiim ABC, jejichz strana BC je primérem kruznice
k, lezi na jedné pfimce. (MO 56-A-1-5)

Piiklad 5. Uvazujme ty paraboly uréené rovnici 22 + px + ¢ = 0, p,q € R, které
protinaji osy x, y ve tfech rtiznych bodech. Ke kazdé trojici prisecikt uvazme kruz-
nici, kterd jimi prochéazi. Dokazte, ze vSechny takové kruznice prochéazeji jednim
bodem. (Spanélsko 1997)

Piiklad 6. KruZnice k a [ jsou soustiedné, pficemz k lezi uvniti [. Bodem A € [
vedeme teénu AB ke k, kde B € k, jejiz druhy prusecik s kruznici | oznacime C.
Déle bud D stfed AB. P¥imka prochazejici bodem A protne kruznici £ v bodech
E a F tak, ze osy tseek DE a CF se protinaji v bodé M na AB. Urcete pomér
|[AM|/|MC]. (USAMO 1998)

Priklad 7. V trojuhelniku ABC ozna¢me By, Cy paty prislusnych vysek. Zvolme
bod P tak, aby pfimka PB byla te¢nou ke kruznici opsané APAC, a pfimka PC
te¢nou ke kruznici opsané APABj. Dokazte, Ze AP je kolma na BC.

(MEMO 2011, MR&JT)

Priklad 8. Body P a @ leZi na strandch C'A a AB trojihelnika ABC. Ozna¢me
K, L a M postupné stfedy tsecek BP, C(Q) a PQ. Déale predpokladejme, ze pfimka
PQ je teénou ke kruznici opsané trojuhelniku K LM. Ukazte, ze body P a @ jsou
stejné vzdalené od stfedu kruznice opsané AABC. (IMO 2009)

Dalsi priklady

Priklad 9. Necht ABCD je ¢tyfuhelnik vepsany do kruZnice k takovy, Ze pfimky
AD a BC se protinaji v bodé Q. Ozna¢me M prusecik piimky BD a rovnobézky
s pfimkou AC vedené bodem Q. Zvolme T € k tak, aby MT byla te¢nou kruznice
k. Dokazte, ze |[MT| = |MQ)|. (MKS 2005)

Priklad 10. Uhlopficky nerovnoramenného lichobézniku ABC D se protinaji v bo-
dé P. Necht A je druhy prusec¢ik kruznice opsané ABCD s piimkou AP, body Bi,
C1, Dy definujeme obdobné. Dokazte, ze A1 B1C1D; je také lichobéznik.
(Turnaj mést 2008)
30



ANH DUNG , TONDA“ LE
Piiklad 11. V trojihelniku ABC je |BC| = 20. KruZznice vepsand déli téznici AD
na tii stejné ¢asti. Urcete obsah trojihelniku ABC. (AIME 2005)

P¥iklad 12. Dokazte, Ze v libovolném trojthelniku plati OI? = R%2—2rR (kruznice
opsand se stfedem O mé polomér R, kruznice vepsand se stiedem I mé polomér r).

Navody

1. Uvazujte mocnost z bodu P.

2. Pfimka OM prochazi bodem A.

3. Pifimka DE prochézi stifedem tsecky AB, pouzijte usekové thly.

4. VsSechny zminéné kruznice prochazeji pevnym bodem leZicim na piimce OA.
5. Vietovy vztahy, uvazujte mocnost od pocatku souradnic.

6. Dokazte, ze CDEF je tétivovy.

7. Bod P je vlastné prusecik vysky z vrcholu A a Thaletovy kruznice nad BC.
8. Ukazte, ze trojuhelniky M KL a AQP jsou si podobné.

9. Dokazte, ze M@ je tecnou ke kruznici opsané BDQ).

10. Kombinujte ¢tyfi rovnosti ziskané z mocnosti.

11. Uvazujte mocnosti z bodi A a D.

12. Tvrzeni vlastné hovori o mocnosti bodu I ke kruznici opsané.
Literatura a zdroje

Cerpal jsem z piispévku Pepy Tkadlece, Martiny Vavackové a Aléi Skalové, kterym
velice dékuji.
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Prazsky orloj

AnH DuNG ,,TONDA® LE

ABSTRAKT. Orloj vznikl v dobé mistra Jana Husa kolem roku 1410. Jeho mate-
maticky model navrhl Jan Ondfejiv, zvany Sindel, ktery se zabyval matematikou a
astronomii na prazské univerzité. Na jeho pocest byl zaveden pojem Sindelovské po-
sloupnosti. Na pfednasce budeme zkoumat, jakd podivuhodnd matematika se skryva
v bicim stroji prazského orloje a jak tento stroj souvisi s trojahelnikovymi cisly.

Bici stroj obsahuje velké obézné kolo s 24 zafezy na vnéjsSim obvodu, jejichz vzda-
lenosti postupné nartdstaji. To umoznuje periodické opakovani 1-24 tdertt zvonu
béhem kazdého dne. Soucasti biciho stroje je i pomocné kolecko, jehoz obvod je
rozdélen Sesti zarezy na segmenty o délkach oblouku

1,2,3,4,3,2.
Tato ¢isla se periodicky opakuji po kazdé otocce a jejich soucet je
s = 15.

Na zacatku kazdé hodiny se zvedne zapadka, obé kola se za¢nou otacet a zvon odbiji
prislusny pocet hodin. Kola se zastavi, jakmile zdpadka zapadne soucasné do zarezi
na obou kolech.

Definice. Soucet k prvnich prirozenych ¢isel nazveme k-té trojuhelnikové cislo a
znacime ho
k(k+1)

5

Definice. Periodickou posloupnost pfirozenych ¢isel (a;) nazveme Sindelovskou,
jestlize pro kazdé k € N existuje n € N tak, ze

Tk = Zai. (1)
=1

Tr=1+2+-+k=

Napftiklad periodickd posloupnost sestavena z délek oblouku na pomocném ko-
lecku 1,2, 3,4, 3,2 je potencidlni Sindelovska posloupnost, protoze splituje vztah (1)
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pro k od 1 do 24. Skute¢nost, Ze se opravdu jedna o Sindelovskou posloupnost, ové-
fime pomoci nasledujicich vét.

Véta. Periodickd posloupnost (a;) je pro liché s Sindelovskd, jestlize pro kazdé
prirozené k < (s + 1)/2 existuje n € N tak, zZe plati (1), kde s je soucet prvkii jedné
periody.

Véta. Periodicka posloupnost (a;) je pro sudé s Sindelovskd, jestlize pro kazdé
pfirozené k < s existuje n € N tak, ze plati (1).

Véta. Horni odhady k < (s+1)/2 a k < s v pfedchozich vétach nelze zlepsit.

Definice. Nechf n > 2 a a jsou pevné dané celd ¢isla. Jestlize kvadratickd kongru-

ence

r?=a (mod n)

ma TeSeni x, pak se a nazyva kvadraticky zbytek modulo n.

Véta. Periodickd posloupnost (a;) je sindelovskd pravé tehdy, kdyz pro kazdé n €
{1,...,ptaje{l,2,...,a, — 1}, pro néz a,, > 2, ¢islo

(5 )

neni kvadratickym zbytkem modulo s.

Definice. Sindelovska posloupnost (a;) s minimalni délkou periody p+1 se nazyva
sloZend, jestlize existuje Sindelovska posloupnost (a}) a m € N tak, ze

/ .

a;=a;, t=1,2...,m—1,
0 /

am_a’m+am+17

, .
a; =a;1q, t=m+1,...,p.

Sindelovsk4 posloupnost (a;) se nazyva primitivni, jestlize neni slozena.

Véta. Pro kazdé s € N existuje jedind primitivni Sindelovskd posloupnost (a;) tak,
e plati s = Y."_, a; pro néjakou (ne nutné minimélni) délku periody p.

Véta. Pro kazdé k € N existuje m € N a Sindelovskd posloupnost (a;) takova, Ze
am = k.

Literatura a zdroje

[1] Alena Solcova: Deset matematickych vét o prazském orloji.
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Kresleni grafti na plochy

ToMAS NOVOTNY

ABSTRAKT. V prvni ¢asti pfispévku si vysvétlime zakladni pojmy tykajici se ploch.
Dale si ukdzeme a procvi¢ime mozné zpusoby jejich zobrazovani do roviny, abychom
na né nasledné v druhé casti prispévku mohli kreslit grafy, a ukdzeme si, co takové
grafy musi spliiovat.

Uvod
Jisté jste se uz v zivoté mnohokrat setkali s grafem, naptiklad odpovidajicim silni¢ni
vzdy ho lze nakreslit tak, aby se jeho hrany nikde nektizily — z tohoto divodu je
tfeba stavét na silnicich rtzné tunely a mosty. Ukazeme si, ze kdyby Zemé nebyla
kulata, ale napfiklad méla tvar toru, tak bychom na ni mohli postavit nékteré silni¢ni
sité, které na kouli bez mostt postavit nelze.

Pro tplnost nejprve definujme, ¢im je graf ve smyslu teorie grafi:

Definice. Graf G = (V, E) je usporadana dvojice mnozin vrcholt a hran

V{12 ...n},EC (‘2/)

kde (‘2/) znaci vSechny dvojice navzajem rtznych vrcholt z V', neboli vSechny mozné
hrany. Rekneme, Ze graf na |V| = n vrcholech je tpiny (znaceny K, ), pokud E =
1%
(2):
UkéazZeme si, Ze grafy na rovinu nenakreslitelné bez kfiZzeni hran 1ze mnohdy na-
kreslit na jiné plochy, napriklad torus ¢i Kleinovu lahev.

Co to vlastné je ta plocha?

Jelikoz plochy mohou vypadat velmi rtiznorodé (napiiklad povrch hrnicku, ale tieba
i tohoto sbornicku), jejich matematicky popis je pomérné slozity. Pro zajimavost,
jedna z moznych definic je nasledujici:

Definice. Plocha T je souvisld kompaktni mnozina X C R" takova, Ze pro kazdé
y € X existuje oteviené okoli y takové, ze jeho priunik s X je homeomorfni otevie-
nému kruhu v R2.
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Definice ve skutec¢nosti pouze fiké, Ze plocha vypadé ,rozumné“, tj. je konecné
velké, mezi kazdymi jejimi dvéma body vede cesta a neobsahuje zadné ,diry“ ¢i
okraj. Pojem homeomorfni jesté pozdéji pouzijeme, v podstaté plati, ze A je home-
omorfni s B pravé tehdy, kdyz lze A zdeformovat tak, Ze vznikne B (a také B lze
zdeformovat na A).

Mezi plochy fadime napiiklad sféru ¢éi torus (na obrézku), ovSem rovina ¢ uza-
vieny ¢tverec plochami nejsou (rovina neni koneénd, tudiz ani kompaktni, naopak
bod na okraji étverce neméa okoli homeomorfn{ otevfenému kruhu). Pfesto jsme za
pomoci malého triku schopni vSechny plochy nakreslit na papir.

Zobrazovani ploch do roviny
Nejprve si ukazeme, ze plati nasledujici tvrzeni:
Tvrzeni. Kazdy graf, ktery Ize nakreslit na sféru, lze nakreslit i do roviny.

Diikaz.  Staci, kdyz si zvolime néjaky bod na sféfe, ktery neni vrcholem ani neni na
hrané grafu, sféru , polozime“ na rovinu s timto bodem xy nahote a poté kazdy bod
T # x¢ sféry zobrazime na takovy bod roviny, kde ji protne pfimka xgx.

Cvieni. (motiva¢ni) Predstavte si, Ze na celé Zemi (pfedpoklddejte, ze ma tvar
dokonalé koule) se vyskytuji pravé t¥i domy a tfi studny. Postavte cesty mezi kazdym
domem a studnou tak, aby se vzajemné neprotinaly.

Ukézeme si (neformdalng) dvé operace, jak kreslit riizné plochy na papir, a také pro
vzniklé plochy definujeme jejich tzv. Eulerovu charakteristiku .

Definice. Priddni ucha provedeme tak, Ze z papiru ,vyfizneme* dva kruhy a body
na jejich okrajich v opac¢nych orientacich ztotoznime. Priddni krizitka provedeme tak,
ze ,vyFizneme“ pouze jeden kruh a ztotoznime protéjsi body na jeho okraji.

Definice. Fulerova charakteristika x plochy I" vzniklé ze sféry pridanim w usi a k
krizitek je
x=2-—2u—k.
Jako cviceni si muzete rozmyslet, ze po pfidéni ucha ¢i kfizitka nam ztistane

plocha. Ovsem plati dokonce nésledujici véta:
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Véta. Kazdou plochu Ize vytvorit ze sftéry piidanim néjakého poctu u usi a k
krizitek. Pokud k = 0, nazyva se tato plocha neorientovatelnd a znaci se ¥,,. Pokud
k > 0, nazyva se tato plocha orientovatelnd, je homeomorfni plose vzniklé ze sféry
pridanim pravé n = 2u + k kfizitek a znaci se II,,.

A kde vlastné jsou ty grafy?

Nyni méame pfipraveno vse, abychom mohli zacit kreslit grafy na nase vytvorené
plochy. Pro tplnost za¢néme definici nakresleni grafu:

Definice. Nakresleni grafu G = (V,E) na plochu T' je takové zobrazeni, kde
vSechny vrcholy z G jsou zobrazeny na rizné body I' a vSechny hrany z G na nepro-
tinajici se kiivky.

Pokud jste zkouseli vyfesit motivaéni cviceni vysSe, nejspise jste zjistili, ze tloha
bez pouziti ,,mosti“ vyfeSit nelze. Nicméné nemusime zoufat, nebot plati:
Tvrzeni. Kazdy graf Ize nakreslit na sféru s pridanim dostatecného poctu usi.

Dikaz. Dtikaz je velmi snadny, staci zadany graf ,skoronakreslit* (povolime proti-
nani jeho hran) na sféru a poté na kazdé misto, kde se néjaké dvé hrany k¥izi, pfiddme
ucho jako ,most“, pres ktery jednu z nich prevedeme. Takto sice muzeme pridat velké
mnozstvi usi, ale na vzniklou plochu jiz zadany graf nakreslit 1ze. ]

Cviceni. Ukaite, ze kazdy graf lze nakreslit na sféru s pfidanim dostateéného
poctu kfizitek.

Problémem pfedchoziho tvrzeni je fakt, Ze usi (éi kiizitek) je nékdy tieba pfi-
dat mnoho. Pokud ovSem dostaneme zadanou plochu, tak si ukdzeme, ze grafy na-

kreslitelné na tuto plochu jsou pomérné omezené. Konkrétné si postupné dokazeme
nasledujici ,magické” tvrzeni:

Tvrzeni. (magické) V kazdém grafu nakresleném na plochu charakteristiky x riz-
nou od sféry existuje vrchol stupné nejvyse

{HMJ
SV

Byt toto tvrzeni miize vypadat velmi pokrodcile, uvidime, Ze s vyuzitim znalosti
Zobecnené Fulerovy formule neni jeji dikaz prili§ obtizny.

Véta. (Eulerova formule) Pro kazdy rovinny graf obsahujici s stén plati:
V|- |E|+s>2,

pricemz pokud je graf souvisly, plati rovnost.

MiZete si zkusit tuto vétu dokézat (Hint: uvédomte si, Ze véta plati pro stromy,
a pak pouzijte indukci podle hran). Pro nas je ovSem dilezité jeji zobecnénd verze:
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Véta. (Zobecnénd Eulerova formule) Pro kazdy graf nakresleny na plochu s cha-
rakteristikou x obsahujici s stén plati nasledujici nerovnost:

V=B +5 > .

Byt to tak na prvni pohled nevypadé, s touto znalosti uz lze ,magické* tvrzeni
pomoci nékolika leh¢ich uvah dokéazat. Nejprve si uvédomme, ze kazda sténa ma na
svém obvodu alespon t¥i hrany a také kazda hrana sousedi s nejvyse dvéma sténami.
Tudiz

2|E|
§ < ——.

KdyZ tuto nerovnost dosadime do Zobecnéné Eulerovy formule, dostaneme:

|E|
Vi——>
Vi-=5 2x
6v| 21E| _ 6x
i vV
2|F 6
Bl g Sx
V] V|

Jelikoz % je prumérny stupen vrcholu grafu, vime, Ze existuje vrchol stupné
nejvyse 6 — %. Tudiz pro kazdy graf na ploSe s kladnou charakteristikou (tj. sféra
a projektivni rovina) existuje vrchol stupné nejvyse pét, takze projektivni rovina
spliiuje magicke tvrzeni. Navic pokud mé graf n vrcholi, tak ziejmé vSechny jeho
vrcholy maji stupeni nejvyse n — 1.

Nyni si sta¢i v§imnout, Ze pro x < 0 je funkce f(z) = 6— %X pro x > 0 nerostouci,
naopak g(z) = x — 1 je zjevné rostouci. Tudiz pokud nalezneme prisecik téchto
funkci, zjistime maximalni mozny pramérny stupen grafu, ktery lze na odpovidajici
plochu nakreslit:

6
L, QS |
x

22 —Tr4+6x=0

(x_ 7— ~/49—24x> (x_ 7+~/49—24x> o
2 2 o

Jelikoz je x < 0, tak /49 — 24y > 7, tudiz prvni zavorka soucinu nespliuje = > 0.
OvSem z druhé zévorky piimo plyne, Ze pro prumeérny stupen p libovolného grafu

plati
»< {5 + 49 — 24)(J
— 2 3

coZ je ovSem presné nase ,magické* tvrzeni!
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Cviéeni.
(1) Zkuste nakreslit co nejvétsi uplny graf na torus.
(2) Zkuste nakreslit co nejvétsi aplny graf na Kleinovu ladhev.

Ve skutecnosti Ize na kazdou plochu nakreslit tplny graf s pravé {L V%)%‘J +1

vrcholy, ovSem s vyjimkou Kleinovy lahve. Pfedchozi cviceni byl tedy trochu chytak,
nebot byt maji torus i Kleinova ldhev stejnou charakteristiku, na torus lze nakreslit
K7, ovSem na Kleinovu lahev bohuzel ne.

Barevny zavér

KdyZ uz vime, jak mohou (a nemohou) vypadat grafy nakreslené na rtzné plochy,
mizeme se ptat, kolik riznych barev musime pouzit na obarveni jejich vrcholi tak,
aby z&dné dva sousedni vrcholy nemély stejnou barvu. Ukéazeme, ze plati nasledujici
véta.

Véta. (Heawoodova formule) Kazdy graf nakresleny na plochu s charakteristikou

X Ize obarvit pomoci
7T++49—-24
k= {TJ barev.

Diikaz. Veétu dokadzeme sporem. Predpokladejme, Ze existuje graf, ktery pomoci
tohoto poctu barev obarvit nelze, a vyberme takovy, ktery ma co nejméné vrchold.
Ozna¢me ho G. VyuZijeme nase magické tvrzeni — vime, Ze v libovolném grafu na-
kresleném na této ploSe najdeme vrchol stupné nejvyse

5+\/49—24XJ e
9 - - 4

tudiz pokud tento vrchol z G ,odtrhneme*, dostaneme opét graf nakresleny na
této plose. OvSem ten mé méné vrcholt, tudiz ho lze timto poc¢tem barev obarvit.

Vezméme tedy néjaké jeho obarveni a vratme zpét ,odtrhnuty“ vrchol. Ten m4
ale nejvyse k — 1 sousedi, tudiz na néj zbyla alesponi 1 barva, kterou ho mizeme
obarvit, ¢imz dostaneme korektni obarveni GG, coz je spor s predpokladem. O

Tento odhad je navic tésny pro vSechny plochy kromé Kleinovy lahve, u které
nam na obarveni libovolného grafu staci 6 barev. Kdyz se tedy podivame na sféru,
tak po dosazeni dostaneme, ze kazdy graf na ni lze obarvit

THVA9-202

barvami. Ale jelikoz kazdy graf je rov21nny pravé tehdy, kdyz lze nakreslit na sféru,
tak jsme takto dokazali, Ze kazdy rovinny graf Ize obarvit pomoci ¢tyt barev!

Tedy skoro...

Literatura a zdroje

[1] Zapisky z pfedmétu Kombinatorika a grafy II na MFF UK,
[2] Peter Korcsok, Grafity v metre, Sbornik MKS, Mentaurov, 2013.
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Kombinatoricka geometrie

KUBA SVOBODA

ABSTRAKT. Prispévek pojednava o zékladnich vétach v kombinatorické geometrii a
jejich rizném pouziti v prikladech.
Kombinatorickd geometrie je hezkd v tom, Ze ackoliv jsou v ni slozité problémy,

jejich formulace je obvykle jednoduché a pfirozena. Presto je pro dikazy potfeba
zavést formalni definice.

Definice. Bod v R" (n-dimenzionalnim prostoru) je usporddané n-tice
(ar,a9,...,a,).

Definice. Mnozina C' C R" je konvezni, pokud pro kazdou dvojici bodu z,y € C
celd usecka zy lezi v C, tedy pro kazdé t € [0,1] bod t -z + (1 —t) -y lezi v C. Pro
mnozinu bodi X C R" je conv(X) nejmensi mnozina bodid obsahujici X takova, Ze
je konvexni. Tuto mnozinu nazyvame konverni obal.

Véta. (Radonovo lemma) Necht A je mnozina alespoii d + 2 bodi v R?. Potom
existuji dvé disjunktni podmnoziny Ay, Ay C A, takové, ze

conv(A;) Nconv(As) # 0.

Véta. (Helly) Necht Cy, Oy, ..., C, jsou konvexni mnoziny v R* an > d + 1.
Pokud je prinik kazdé (d + 1)-tice téchto mnozin neprazdny, potom je priinik vSech
n mnozin neprazdny.

Véta. (Minkowski) Necht A je miizka v IR? a necht C C R? je symetricka konvexni
mnozina s Vol(C) > 24 det(A). Potom C obsahuje bod z A jiny nez 0.

Hellyho véta

Uloha 1. Mg¢&jme mnozinu bodt v roviné takovou, Ze kazdé trojice téchto bodu je
obsazena v kruhu o poloméru jedna. Dokazte, Ze potom vSechny body jsou obsazZeny
v kruhu o poloméru jedna.

Uloha 2. V roviné je mnozina obdélniki, jejichz strany jsou rovnobézné s osami
a kazdé dva se protinaji. Dokazte, ze potom maji vSechny spolecny bod.
39



KOMBINATORICKA GEOMETRIE

Uloha 3. Najdéte mnozinu konvexnich titvarii v roving, kde se kazdé dva protinaji,
ale zaroven neexistuje bod, ktery je ve vSech utvarech.

Uloha 4. Existuje nekone¢na mnozina 2016-tihelnikii (ne nutné konvexnich) v ro-
viné takova, ze kazda trojice ma spole¢ny bod, ale zadny bod nenalezi vSem?

Uloha 5. V roviné lezi n > 3 navzajem rovnobéznjch tisecek. Pokud pro kazdé tii
existuje pfimka, ktera je protina, dokazte, ze existuje pfimka, ktera protina vSechny
asecky.

Uloha 6. Necht Cy, ..., C, je soubor alespoii tii konvexnich mnozin v roviné a
necht K je podmnozina roviny. Ukazte, Ze pokud prinik kazdé trojice mnozin z C1,
..., C}, obsahuje posunutou kopii K, potom také prunik vsech C1, ... , C, obsahuje
posunutou kopii K.

Uloha 7. Rekneme, 7e soubor C' = {C}, ..., C,} konvexnich mnozin v roviné ma
(p, q)-vlastnost, pokud n > p a z kazdé p-tice z C' lze vybrat ¢ mnozin s neprazdnym
priinikem. Spendlikovost s(C) souboru mnozin C je velikost nejmensi mnoziny X C
R? takové, ze kazdé C; € C obsahuje alespoii jeden bod z X.
(1) Dokazte, ze je-li C' koneény soubor osovych obdélnikii s (4, 3)-vlastnosti, pak
s(C) < 2.
(2) Najdéte soubor C' nékolika osovych obdélniki s (3,2)-vlastnosti, pro ktery
s(C) = 3.

Minkowského véta

Uloha 8. Necht K je kruh se stiedem v pocatku o poloméru 26 metrt. Na kazdém
bodé s celoéiselnymi soufadnicemi uvnité K (krom pocétku) roste strom o poloméru
16 centimetri. Dokazte, Ze pokud stojime uprostied, nemtizeme vidét mimo prales.

Uloha 9. Pro « iracionalni a Q € N dokazte, ze existuji p,q € Z, kde ¢ < Q,
takové, ze

Uloha 10. Necht a1, as jsou redlné &isla. Dokazte, ze pro kazdé N € N existuj
mi,mg € Z,n € N, n < N, takova, zZe

(Dirichlet)
i

m;

n

Uloha 11. Dokazte, Ze pro kazdé = € N existuji cela ¢isla x1, x2, 23 a x4, takova,
ze
x:xf—l—x%—i—x%—f—xi.
(Lagrange)
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Tak vsechno

Uloha 12. Do mnohothelniku o obsahu pét jsme nakreslili devét atvart velikosti
jedna. DokaZte, Ze mtizeme najit dva ttvary, jejichz prinik je alespon 1/9.
(MKS 28-4-2)

Uloha 13. Na piimce je 50 tiseéek. Dokazte, Ze existuje bod, ktery je spole¢ny
osmi useckam, nebo existuje osm tsecek, z nichz kazdé dve jsou disjunktni.

Uloha 14. Dokazte, Ze kazdy mnohotihelnik obsahuje alespoii jednu svoji diago-
nalu.

Uloha 15. Vnitini prostory muzea tvoii (nekonvexni) mnohothelnik s n vrcholy.
Dokazte, ze sta¢i do muzea umistit nanejvys n/3 hlida¢t tak, aby ohlidali cely pro-
stor. Dokazte, ze méné jich pro né€kterd muzea byt nemuze.

Uloha 16. Uvniti 2n-tihelniku se nachazi liska. Ze viech vrchol najednou po této
lisce vystielime. Zadné stiela nezasahla vrchol. Dokazte, ze néktera hrana musela
byt zasazena alespon dvakrat. (MKS 28-4-6)

Uloha 17. Maéme Sest bodfi v obdélniku 4 x 3. Dokazte, Ze existuji takové dva
body, které maji mezi sebou vzdalenost alespoti /5.

Uloha 18. Najdéte dvé konvexni mnoziny bodt v roviné takové, Ze po jejich ode-
brani se rovina rozpadne na pét nesouvislych c¢asti.

Uloha 19. Dokazte, ze pro Sest bodii v obecné poloze plati, Ze v nich existuje
trojice boda tvorici trojuhelnik s jednim thlem velikosti alespon 120°.

Uloha 20. Rozhodnéte, zda je mozné do roviny umistit 13 bodii tak, aby zadné
tTi nelezely na pfimce a aby kazdy thel tvofeny trojici téchto bodid byl nejvyse 150°.
(MKS 22-2-7)

Uloha 21. V roviné lezi deset bodii s nasledujici vlastnosti: mezi kazdymi péti
z nich lze najit ctyfi, které tvori tétivovy ctyiuhelnik. Kolik nejméné z téchto bodi
musi lezet na jedné kruznici?

Uloha 22. V roviné mame 100 bodit v obecné poloze. Dokazte, 7e mezi vSemi
trojihelniky tvofenymi témito body neni vice nez 70% ostrothlych.
(IMO 1970, 6)

Uloha 23. Mnozina bodt P propichuje trojihelniky mnoziny bodt M, pokud
kazdy trojuhelnik uréeny trojici bodid z M obsahuje ve svém vnitfku aspon jeden
bod z P. Dokazte, Ze pro kazdou n-bodovou M C R? v obecné poloze lze najit
mnozinu P s 2n — 5 body propichujici trojahelniky M.

Zdroje
[1] Pfedmét Kombinatorickd a vypocetni geometrie I, skripta:
http://kam.mff.cuni.cz/kvgIl. html
41



Aritmetické funkce

PEPA SVOBODA

ABSTRAKT. V predndsce se sezndmime s aritmetickymi funkcemi jako je Eulerova
funkce nebo soucet délitela. Ukazeme si jejich vlastnosti a spoc¢itdme néjaké priklady.
Ve druhé prednéasce se budeme zabyvat nekone¢nymi Dirichletovymi fadami a dosta-
neme se az k prvociselné vété.

Definice. Aritmetickd funkce je funkce z pFirozenych ¢isel do realnych ¢isel.

Ptikladem aritmetickych funkci jsou funkce f(n) = n3, f(n) = log(n) nebo tieba
m(n) = pocet prvocisel mensich nebo rovnych n. Obvykle nés zajimaji aritmetické
funkce, které nesou néjakou informaci o pfirozenych ¢islech, napfiklad kdyz vezmeme
vselijaké vlastnosti ¢isla n tykajici se délitelnosti.

Definice. Fulerova funkce p(n) je pocet pfirozenych ¢&isel nesoudélngch s n, kterd
jsou mensi rovna n.

Definice. Aritmetickou funkci 7(n) myslime pocet vSech kladnjch délitela ¢isla n.
Soucet vsech kladnych déliteld ¢isla n oznacujeme jako o(n).

Tvrzeni. Necht n = p{*---p2" je rozklad ¢isla n na prvodisla. Pak plati
T(n) = (a1 +1)- - (o +1).

Diikaz. Stadi si uvédomit, ze kazdy délitel obsahuje ve svém rozkladu pouze prvo-

¢isla py, ..., pr, pfiCemz prvodcislo p; v mocniné 0 az «;. To je tedy (a; 4+ 1) moznosti
pro prvocislo p;. Jelikoz miZeme exponenty u riaznych prvocisel volit nezavisle na
sobé, zjistime pocet vsech déliteli jako soucin téchto vyraza. |
pk+1 -1
Tvrzeni. Pro soudet délitelit mocniny prvodéisla plati o(p*) = 1
p—

Kli¢ovou roli hraje Mobiova funkce p.
Definice. Mdobiova funkce p je

pron =1,

p(n) =< 0, je-li n ctvercové, tedy existuje-li a > 1 takové, Ze a? | n,

(=1)", je-lin=pips---pr, kde p; jsou navzdjem rizné prvocisla.
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Napiiklad p(4) =0, u(5) = —1, pu(6) = 1.

Dirichletova konvoluce

V teorii ¢isel se ¢asto objevuji vyrazy typu de fd) - g(%), kde f a g jsou arit-
metické funkce. Prozkoumame jejich obecné vlastnosti. K tomu potiebujeme tii jed-
noduché aritmetické funkce:

Definice.
(i) Jednotka je aritmetickd funkce u definovand jako u(n) = 1 pro kazdé n.
(ii) Aritmetickd funkce N je definovand vztahem N(n) = n pro kazdé n.

(iii) Identita je aritmetickd funkce I definovana jako

I(n):{lJ:{l pron =1,

0 pron>1.
Definice. Dirichletova konvoluce aritmetickych funkci f a g je aritmeticka funkce
n
h(n) =3 f(d)-g(%)-
d|n

Konvoluci funkci f a g znacime f * g.

Uloha.
(i) pru=1,
(ii) pxu =N,
(iii) p*x N = ¢.

Uloha. (Dirichletova inverzni formule) Necht g(n) = > djn f(d). Potom plati rov-
nost f(n) = Y 9(d).

Tvrzeni. (vlastnosti konvoluce) Necht f, g, h jsou libovolné aritmetické funkce.
Pak plati:

(i) fxg=gx*f (komutativita),
(ii) (f*xg)xh=fx(gxh) (asociativita),
(iii) f*I=1Ix* f= f (identita nedél4 nic).
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Multiplikativita funkci

Vétsina aritmetickych funkci, se kterymi jsme se dosud setkali a se kterymi se zde
jesté setkime, ma vyznamnou vlastnost, které se fika multiplikativita.

Definice. O aritmetické funkci f fekneme, Ze je multiplikativni, pokud f(1) # 0
a pro kazdou dvojici a, b pfirozenych navzdjem nesoudélnych ¢isel plati f(ab) =
f(a)f(b). Funkce je dplné multiplikativni, pokud f(ab) = f(a)f(b) plati pro kazdou
dvojici pfirozenych cisel.

Poznamka.

f o) = f(oi) - florr).

Cviceni. Uvédom si, ze funkce I, u, N a p jsou multiplikativni. Které z nich jsou
multiplikativni aplné?

Cviceni. Dokaz, Ze pokud je f multiplikativni funkce, tak f(1) = 1.

Tvrzeni. (Konvoluce zachovava multiplikativitu) Pokud jsou f a g multiplikativni,
pak je multiplikativni i f * g. TotéZ obecné neplati pro tiplnou multiplikativitu.

Piiklad. Funkce 7 (pocet déliteld) a o (soucet délitel) jsou multiplikativni.
Uloha. o =17 x .

Definice. Necht f je aritmetickd funkce takova, ze f(1) # 0. Potom funkci g
nazveme Dirichletovou inverzi k f, pokud f+g = g* f = I. Obvykle ji zna¢ime f~1.

Tvrzeni. Dirichletova inverze existuje pro kazdou funkci f spliiujici f(1) # 0.

Tvrzeni. Necht f je multiplikativni. Pak f je tiplné multiplikativni, pravé kdyz
f~Y(n) = u(n)f(n) pro kazdé pFirozené n.

Definice. Funkce m(n) oznacuje pocet prvocisel mensich nebo rovnych ¢islu n.

Dirichletovy rady

Definice. Riemannova ( funkce je definovana piedpisem ((s) = > o, . Obec-
né&ji, Dirichletovou Yadou aritmetické funkce f(n) myslime fadu’

F(s) = Z f(zl).
n=1

n

Dirichletovy fady davaji pravy smysl Dirichletovu nasobeni, jak ukazuje nasledu-
jici tvrzeni.

10Otézkou konvergence Dirichletovych fad se nezabyvame.
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Tvrzeni. Necht f a g jsou dvé aritmetické funkce a h = f x g. Pak pro jejich
Dirichletovy fady plati F(s)G(s) = H(s).

Priklad. -
Z p(n) _ L
)
Priiklad. -
Z o(n) _ C(s—1)
2 T ()
Priklad.

Z T(Tj) _ <(8)2.

n

Tvrzeni. (Basilejsky problém) ((2) = 72/6.

Tvrzeni. (Eulerova formule) Necht f je tipIné multiplikativni. Pak

1
F(s) = _
(#) 1;[ 1— f(p)p~*
Uloha. Dokaz, ze
2
a(n) < M . la(n).
n en) 6 n

Prvocisla

Na zaveér si ukaZzeme, co muzou Fict aritmetické funkce a Dirichletovy fady k otézce
rozloZeni prvocisel. Pokud jesté pridame vysledky matematické analyzy, dostaneme
slavnou prvoéiselnou vétu?.

Definice. Von Mangoldtova funkce A je definovand predpisem

log(p), je-lin = p* pro prvocislopa k > 1,

A =
() { 0, jinak.

Piiklad. log = A *u.
Piiklad.

n® qON

n=1

2dokéazali ji soutasné panové Jacques Hadamard a Charles Jean de la Vallée-Poussin
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Uloha. Zobecni minuly p¥iklad pro Dirichletovu fadu tiplné multiplikativni funkce.
Definice. Cebysevova funkce je definovana jako 1 (n) = > k< log(p).

Piiklad. Dokaz, ze 1(n) = > ., A(i). Pomoci tohoto vzorce miizeme definovat
1(x) pro redlné x.
Véta. (Prvociselna véta)

lim m(z)log(x)
T—00 T

=1
Tvrzeni. Riemannova funkce nemé Z4dné kofeny v poloroviné R(s) > 1.

¥(x)

Lemma. Prvociselnd véta je ekvivalentni limité —— = 1.
x

Uloha. Necht p,, znaéi n-té prvoéislo. Dokaz, ze

lim Pr

IR
n—oo n log(n)

Literatura a zdroje
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Polynomy bez Vietovych vztahi

MARTIN ,E.T* SYKORA

ABSTRAKT. Prispévek obsahuje dulezité véty a tvrzeni o polynomech a tulohy, které
1ze vyfesit za pomoci danych vét nebo néjakym chytrym trikem.

Polynomy jsou skutecné Siroké téma, a proto se pfi jejich zkouméani omezime
a nebudeme si povidat o Vietovych vztazich. Ty jsou sice velmi uzitecné, jak ale
uvidime, i bez nich dokazeme silné véty a s lehkosti vyfesSime obtizné priklady.

Definice 1. Polynomem stupné n rozumime vyraz ve tvaru
~1
anx™ + apn_12™"" " + -+ a1z + aog,

kde a,, # 0. Cisla a; nazyvame koeficienty polynomu a x proménnou. Stupei nulo-
vého polynomu vétsinou klademe roven —1.

Poznamka 2. MiuzZeme upustit od podminky a; € R. Obecnéji totiz lze definovat
polynomy nad libovolnym komutativnim okruhem. (Typicky mohou byt koeficienty
celd nebo komplexni ¢isla.)

Polynomy mtizeme intuitivné (¢len po ¢lenu) s¢itat,
Definice 3. Kofen polynomu P je takové ¢islo ¢, ze P(t) = 0.
Tvrzeni 4. Je-li P polynom stupné n > 1 a t jeho koien, pak pro kazdé x € R
plati P(z) = (x — t)Q(x), kde Q je jednoznacéné urceny polynom stupné n — 1.

Takzvana zdkladni véta algebry tika, ze kazdy polynom nad komplexnimi ¢isly
(s komplexnimi koeficienty) mé alespoii jeden (komplexni) kofen. S vyuZitim pfed-
choziho tvrzeni se pak snadno ukéze, ze kazdy komplexni polynom stupné n lze
zapsat ve tvaru ag(x — a1)(x — ag)...(z — ap), kde jednotliva a; jsou komplexni
¢isla. Dukaz této véty je slozity a presahuje ramec prednasky. Plati ale, ze kazdy
realny polynom lichého stupné ma alespon jeden redlny kofen.

Navic ma predchozi tvrzeni t¥i zajimavé dusledky, které si na prednasce dokazeme.

Dusledek 5. Nenulovy polynom stupné n, kde n > 0, ma nejvyse n koienti.

Dusledek 6. Pokud se dva polynomy stupné nejvyse n shoduji v alespon n + 1
bodech, jsou identické.
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Dusledek 7. Kazdymi n + 1 body Ize prolozit unikatni polynom stupné nejvyse
n.
Véta 8. M4-1i polynom P celociselné koeficienty a a,b € Z, pak a—b | P(a)— P(b).

Véta 9. Ma-li polynom P(x) = ap,z" + ap_12" "1 + -+ + ag s celodiselnymi koefi-
cienty racionalni kofen r/s (v zakladnim tvaru), pak r | ap a s | ay,.

Lehci ukazkové priklady
Priklad 10. Najdéte vSechny polynomy P spliujici
P0)=0 a P@*+1)=(P()*+1

pro vSechna realna .

Priklad 11. Najdéte viechny polynomy P splitujici P(2) = 6 a P(z?) = x?(2? +
1)P(z) pro vSechna reilna x.

Piiklad 12. At P je polynom s celoéiselnymi koeficienty. Dokazte, Ze je-li P(n)
délitelné tfemi pro t¥i po sobé jdouci pfirozena d¢isla, pak je délitelné tfemi pro
vS8echna prirozena ¢isla.

Priiklad 13. Existuje polynom sudého stupné s lichymi celo¢iselnymi koeficienty,
ktery mé racionélni kofen? (MKS 34-6—4)

Dalsi priklady
Piiklad 14. Polynom P s celodiselnymi koeficienty splituje P(0) = 1. V kolika

nejvice riznych celych ¢islech mtize nabyvat hodnoty 20087 (MKS 28-3-5)
Pfiklad 15. At P je polynom s celo¢iselnymi koeficienty splitujici P(0) = P(1) =
2011. Ukazte, ze P(x) nemd celoéiselny kofen.

Pi#iklad 16. Polynom P(x) stupné 2015 pro k = 1,...,2016 spliiuje P(k) = +.
Urcete P(2017). (MKS 29-1-8)

ko

Priiklad 17. Koeficienty polynomu P jsou pfirozend c¢isla. Pro kazdé prirozené
¢islo n oznafme a,, soucet cifer v desitkovém zépisu ¢isla P(n). DokaZte, Ze existuje
C¢islo, které se v posloupnosti aq, as, ... vyskytuje nekonecnékrat.

(MKS 21-6-6)

Piiklad 18. Dokazte, ze polynom P(z) = (z — a1)(z — ag)...(z — an) — 1, kde
a; € Z jsou po dvou rtizna, nelze zapsat jako soucin dvou polynomu stupné alespon
jedna s celociselnymi koeficienty. (MKS 28-3-8)
Piiklad 19. Necht P(x) a Q(z) jsou monické polynomy stupné 10 (tj. koeficient
u 219 je 1). Dokaite, ze pokud rovnice P(x) = Q(x) nemé %4dné redlné feseni, pak
rovnice P(x + 1) = Q(x — 1) redlné Feseni ma.
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Navody

10. Postupné dosazujte za x hodnoty 0,1,2,... a pouzijte dtisledek 6.

11. 7 druhé rovnosti urcete stupen polynomu P, najdéte jeho koreny a rozlozte
jej. Mozna se bude hodit pozorovani, ze P je sudy.

12. Z véty 8 plyne, Ze pokud je a — b délitelné tfemi, pak i P(a) — P(b) je délitelné
tiemi.

13. Jedné se o ukazkovy priklad. Jaka véta by se na néj asi mohla pouzit?

14. Uvazte Q(z) = P(x)—2008. Hledejte maximalni pocet kofent Q). Pro kofeny t;
plati —2007 = atits .. .t,, tedy n < 5. Vhodny polynom s péti kofeny jisté najdete.
15. Kdyby a bylo celo¢iselnym kofenem P, muselo by z véty platit a | 2011 i
a=+1|2011, coz neni mozné.

16. Zkoumejte kofeny polynomu Q(z) = xP(z) — 1.

17. Dosadte ,,vysokou* mocninu 10.

18. Sporem! Polynomy z predpokladaného rozkladu sec¢téte a néco vhodného do
nich dosadte, ¢imz zjistite, jaké stupné mohou mit. Rozebranim piipadi dojdéte ke
sporu.

19. Studujte stupné polynomi P(z) — Q(z) a P(x +1) — Q(z — 1).

Literatura a zdroje

[1] Pepa Tkadlec: Proni setkani s polynomy, Sbornik MKS, Hojsova Straz, 2011.
[2] David Hruska: Polynomy kvadratické a jin€, Sbornik MKS, Horni Lyse¢iny,
2013.
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Dokreslovani

STEPAN SIMSA

ABSTRAKT. Prispévek obsahuje pres ¢tyficet geometrickych tloh, v jejichz feseni se
dokresluji body nebo piimky, které v zadani piivodné nebyly. Ulohy jsou seskupeny
podle myslenek, které dotyéna dokresleni motivuji. Na konci pfispévku jsou k iloham
uvedeny navody.

Pri feSeni geometrickych tloh se zpravidla snazime obrazek zjednodusovat, jak jen
je to mozné (typicky tim, Ze Glohu pfeformulujeme na ekvivalentni tlohu na méné
bodech). Ob¢éas ale stoji za to naopak né&jaké body nebo piimky dokreslit. Poznat,
kdy je k tomu vhodné pfilezitost, vyzaduje notnou davku intuice. Ta se ale da
ziskat :).

Protahujeme cary

Primka je pfirozenéjsim geometrickym objektem nez tusecka ¢i polopfimka. Pokud
tedy narazime na jednu z poslednich dvou jmenovanych, jeji protazeni stoji za zva-
zeni. Obzvlasté tehdy, ziskdme-li tim druhy prisecik s kruznici. Jindy protahujeme
Cary proto, abychom na né mohli nanést tisecky a tim ,narovnat“ lomenou ¢aru.

Priklad 1. Pétithelnik ABC DE ma vSechny vnitini thly stejné velikosti. DokazZte,
7e osa strany ADB, osa strany C'D a osa thlu DE A prochézeji jednim bodem.
(Polsko 2010)

Piiklad 2. Ve étyfahelniku ABCD plati |AB| = 2, |BC| = V2, [CD| = 3 a
|<ABC| = |<BCD| = 135°. Uréete |AD]. (MKS 31-6-3)
Piiklad 3. Na praméru AB pilkruznice 7 jsou dény body X, Y tak, ze |AX| =
|BY'|. Rovnobézné paprsky vedouci z X a Y zasdhnou 7 v P a Q. Dokazte, Ze
hodnota sou¢inu | X P| - |Y Q| nezavisi na volbé sméru paprski.

Piiklad 4. V trojuhelniku ABC s vepsistém I plati |BC| = |AC|+|AI|. Dokazte,
Je a = 28. (TRiKS 2013)

Priklad 5. Uvnitf trojuhelnika ABC je dan bod P tak, ze plati

1
|[<APB| = |<PCA| = Z(8+7).
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Ukazte, ze
|AB|  |AC|+ |PB|
|AC|  |AB|+|PC|

(Polsko 1997)

Priklad 6. Je dan pravouhly trojihelnik ABC s pravym thlem u vrcholu C.
Oznaéme D patu vysky z bodu C. Necht X je bod uvniti tsecky CD. Ozna¢me K
ten bod na usefce AX, pro ktery |BK| = |BC|. Podobné ozna¢me L ten bod na
usecce BX, pro ktery |AL| = |AC|. Déle necht M je prusecik usecek AL a BK.
Ukazte, ze |[M K| = |ML]. (IMO 2012, 5)

Priklad 7. Je dan trojahelnik ABC'. Osy vnitinich thla u vrcholi A, B protnou
proté&jsi strany v bodech P, Q. Plati-li « = 60° a |AB|+|BP| = |AQ| + |QB|, urcete
velikosti zbyljch vnitinich thla v AABC. (IMO 2001, 5)

Poznavame znamou konfiguraci

Casto dokreslujeme body tak, aby vznikla znam4 konfigurace — naptiklad trojihelnik
s kolmistém a kruznici deviti bodii, nebo tieba trojihelnik se Svrékovymi body ¢
pripsisti. Neziidka se totiz tloha jen snazi maskovat znamé tvrzeni ze znamého
obrazku.

Pfiklad 8. Uvnitt trojuhelnika ABC je ddn bod P tak, Ze plati |[<ABP| = 30°,
|<PBC| = 40°, |<BCP] = 20° a |<PCA| = 30°. Ukaite, ze AP L BC.
(MKS 32-8—4a)

Priklad 9. V roviné jsou dédny body A, B, C, D tak, ze plati |[<ACB| = 20°,
|<ADB| = |[<ABC| = 40° a |<ADC| = 80°. Uréete |<ABD]. (KMS 2008)

Piiklad 10. Ctyfthelnik ABCD je vepsén do ptlkruZnice s primérem AB. Teény
k ptlkruznici vedené body C, D se protnou v E a tuhlopricky AC, BD v bodé F.
Ozna¢me M prisecik EF a AB. Dokazte, ze body FE, C, M, D lezi na jedné kruZnici.

(China West 2010)

Priklad 11. V tétivovém ¢tyftahelniku ABCD oznaéme I, J postupné vepsisté
trojuhelniki ABD, ABC. Déle ozna¢me K prusecik kolmic vedenych z bodu I, J
po fadé na pfimky BD, AC. Dokazte, Ze trojuhelnik IJK je rovnoramenny.

(MO 56-A-III-2)

Priklad 12. V ostrothlém riznostranném trojuhelniku ABC ozna¢me P patu A-
vysky, H kolmisté, O opsisté, D prisecik AO a BC' a koneéné M stied tsecky AD.
Dokazte, ze piimka PM prochézi stfedem tisecky OH. (MO 60-A-III-5)

Priklad 13. V trojuhelniku ABC ozna¢me M stied strany BC, I vepsisté a N
stfed oblouku BC' kruznice opsané obsahujiciho bod A. Dokazte, ze |<INA| =
|<<IMB|. (ARO 2005)
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Stfedy a body v poméru

Samostatnou prednasku by zaslouzilo zachéazeni se stfedy tiseéek. Obecné lze ¥ici, ze
mame-li v obrazku stiedy alesponl dva, snazime se dokreslit dalsi, abychom vyuzili
vlastnosti stfednich pficek. Je-li pfitomen stfed jeden, mtzeme s vyhodou pouzit
stfedovou soumérnost (dokreslit rovnobéznik). Na zavér jesté zminme, ze ackoliv
stfedy obecné nemaji dobré tthlové vlastnosti, stfedy prepon pravouhlych trojuhel-
nik jsou (jakozto stfedy opsanych kruznic) ,ihlové“ pi{jemné.

Priklad 14. Ve ¢tyiuhelniku ABCD svird spojnice stiedi stran BC' a AD stejné

thly s obéma thloprickami. Dokazte, ze tyto thlopficky jsou stejné dlouhé.

(ARO 1990)

Priklad 15. Uvnitf trojuhelnika ABC na jeho téZnici AM je dan bod K tak, ze
|CK| = |AB|. Ozna¢me L prisecik pfimek CK a AB. Dokazte, ze trojuhelnik AKL
je rovnoramenny.

Priklad 16. Je dan trojihelnik ABC vepsany do kruznice k. TeCna k vedena
bodem A protne pfimku BC v bodé P. Ozna¢me M stied AP a @ druhy prusecik
MB a k. Ukaite, ze |[<PQA| = |<AQC]. (Alex Zhai)

Priklad 17. Na strané BC ostrothlého trojuhelnika ABC' s kolmistém H je dan
bod D. Kolmice na DH vedena bodem H protne strany AB, AC v bodech F, E.
Dokazte, ze
|BD|  |FH]
|IDC|  [HE[
(Polsko)
Priklad 18. Na stranidch BC, C A, AB trojihelnika ABC jsou dany body P, Q,
R tak, ze
BP| _|CQ| _ |AR|
|[PC|  1QA|  [RB|

Navic plati |[<ABC| = |<PRQ)|. Dokazte, ze trojuhelniky ABC' a PRQ jsou po-
dobné. (ARO 1989)

Priklad 19. Uhlopficky tétivového étyftuhelnika ABCD se protinaji v bodé P.
Ozna¢me K, L paty kolmic z P na AB, CD a dale bud M stied strany AD. Dokazte,
7e |IMK| = |ML]. (USA TST 2000)

Stfihani a prelepovani

Dokreslovani hojné vyuzivame tehdy, je-li obrazek svazany nezvyklymi podminkami.
V takovém piipad€ se ho snazime preorganizovat tak, aby podminky zacaly davat
lepsi geometricky smysl.
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Piiklad 20. V konvexnim étyfuhelniku ABCD plati [<ADB| + |<ACB| =90° a
|<DBC| + 2 - |[<DBA| = 180°. Navic |AD| = 6 a |DB| + |BC| = 10. Uréete |AC].
(MKS 26-6-T7)
Priklad 21. V obdélniku ABCD jsou dény body E, F tak, ze EF' || AB, AE || FC
a AFE protina stranu CD. Navic |AB| =9, |BC| =8, |AE| =4 a |FC| = 6. Urcete
|EF)|. (AIME 2011)

Priklad 22. Uvnitf ahlu BAC je ddn bod P. Na ramenech AB, AC najdeme
body X, Y tak, aby |[AX| = |AY| a délka lomené ¢ary X PY byla nejkrat$i mozn4,

Dokazte, ze |<APX| = |<APY|. (Polsko 2008)
Piiklad 23. V rovnobézniku ABCD je dédn bod P tak, ze |[<APB| + |<CPD| =
180°. Dokaite, 7e |<ABP| = |<ADP|. (rusky folklér)

Priklad 24. Na strandch AB, AC trojthelnika ABC' s opsistém O jsou dany body
M, N tak, ze |[<MON| = «. Dokazte, Ze obvod trojihelnika M AN neni mensi nez

|BC. (ARO 2002)
Piiklad 25. Bod M uvniti konvexniho &tyfuhelnika ABCD spliuje |[MA| =
[MCY,

|<AM B| = |[<M AD| + |<MCD| a |<CMD|=|<MCB|+|<MAB|.

Dokazte, ze |AB| - |CM| = |BC|-|MD| a|BM|-|AD|=|MA|-|CD|.
(IMO shortlist 1999, G7)

VZdy rovnostranny trojahelnik!

V tlohéch s konkrétné zadanymi velikostmi Ghld se snad vzdy snazime vyrobit rov-
nostranny trojihelnik — tim namnozime tsecky jedné pevné délky a ziskame rovnora-
menné trojuhelniky ¢i dokonce kruznice. Dalsim opakujicim se motivem je pouzivani
opsisté stfidaveé jako bodu stejné vzdaleného od tii jinych a bodu, u néjz jsou dvoj-
nasobné (totiz stiedové) thly.
Piiklad 26. V konvexnim ¢tyfuhelniku ABCD plati |[AB| = |BC| = |CD|. Déle
|[<ABC| = 150° a |<BCD| = 90°. Urcete |[<ADB|.
Priklad 27. Uvnitf rovnoramenného trojthelnika ABC spliiujiciho |[AB| = |AC|
a |[<BAC| = 99,4° je dan bod D tak, ze |AD| = |DB] a |<BAD| = 19,7°. Urcete
|<<ACD|. (Naboj 2013, 54)
Priklad 28. V A-rovnoramenném trojuhelniku ABC s vnitinim dhlem o = 80°
je dan bod P tak, ze |[<PAC| = 10° a |[<PCA| = 20°. Urcete |[<PBC]|.
Priklad 29. Ve ¢tyfthelniku ABCD plati |[AB| = |AC|, |AD| = |CD|, |<BAC| =
20° a |[<ADC| = 100°. Dokazte, ze |AB| = |BC| + |CD|.
Priklad 30. Uvnitf trojuhelnika ABC spliiujiciho 8 = 2y je ddn bod P tak, Ze
|PB| = |PC| a |AB| = |AP|. Dokazte, ze |[<PAC| =2 |<PAB].
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Priklad 31. Je dén trojuhelnik ABC spliiujici 8 = v = 50°. Na jeho stranach BC,
C'A jsou dany body P, Q tak, ze |[<BAP| = 50° a |[<QBA| = 30°. Urlete |[<BQP|.

Priklad 32. Je dan trojuhelnik ABC spliujici 8 = v = 80°. Na strané AB na-
jdeme bod P tak, aby |AP| = |BC|. Uréete |[<ACP]|.

Priklad 33. Na strané AD kosoétverce ABCD spliwujiciho |[<DAB| = 40° je dan
bod M tak, ze |[<DBM]| = 30°. Urcete |[<DCM]|.

Magie

At se ndm to libi, ¢i ne, je potieba se smifit s tim, Ze stale budou existovat tlohy,
které tak uplné nespadaji do zddné z vysSe uvedenych kategorii. Pak je potfeba
vhodné dokresleni prosté vymyslet :). Nebojte se experimentovat!

Piiklad 34. Je dan konvexni Sestithelnik ABCDEF spliujici |AB| = |BC|,
|CD| = |DE| a |EF| = |FA|. Dokazte, ze osy thlat ABC, CDE a EF A prochézeji
jednim bodem.

Priklad 35. V rovnoramenném trojuhelniku ABC se zdkladnou BC oznaéme M
stfed téznice AD a P patu kolmice z D na BM. Dokaite, ze |<APC| = 90°.
(Rumunsko 2006)

Priklad 36. Body X, Y, Z jsou dany na vyskich AD, BE, C'F trojthelnika ABC
tak, ze
[ABZ] + [BCX]| + [CAY] = [ABC]

(kde symbolem [PQR] znacime obsah trojihelnika PQR). Ozna¢me H kolmisté
trojuhelnika ABC'. DokazZte, ze body X, Y, Z, H lezi na jedné kruZnici.

Priklad 37. Je dan ostrouhly trojuhelnik ABC vepsany do kruznice k se stiedem
0. At AA’ je jeji priimér. Te¢na ke k vedend bodem A’ protne piimku BC v bodé
P. Pfimka PO vytne na trojuhelniku ABC' tsecku. Dokazte, ze O je jejim stfedem.

(Vybérko 2007)

Priklad 38. Je dén ¢tyrahelnik ABCD splitujici a + ¢ = b + d. Nad vSemi jeho
stranami jako nad priméry jsou sestrojeny kruznice. Dokazte, Ze existuje kruznice,
kterd se jich vSech dotyka. (Polsko 2013)

Priklad 39. Je dan konvexni ¢tyfuhelnik PIVO. Osy stran PI a VO se protinaji
v bodé Y. Bod X uvnitt PIV O spliuje

|<XVI|=|<XOP| <90° a |<XIV|=|<XPO|< 90°.

Ukazte, ze |[<VYO| =2 |<XIV]|. (IMO shortlist 2000, G6)

Priklad 40. KruZnice vepsana trojuhelniku ABC se dotyka jeho stran AB, AC
v bodech Z, Y. Zkonstruujme body R, S tak, aby BCY R a BCSZ byly rovnobéz-
niky, a ozna¢me G pruseéik pfimek BY a CZ. Dokazte |GR| = |GS|.
(IMO shortlist 2009, G3)
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Priklad 41. (Brianchonova véta) Lze-li Sestitthelniku ABCDEF vepsat kruznici,
pak ahlopricky AD, BE, C'F prochézeji jednim bodem.

Navody

1. V rovnoramenném trojuhelniku splyva osa strany s osou tuhlu.

2. Je to pravouhly trojthelnik s ustfihnutym rohem.

3. Dokreslete druhou polovinu obrazku a vyuzijte stfedové soumeérnosti.

4. Pteklopte A podle osy thlu u C' (nebo narovnejte AI na C' A) a najdéte tétivovy

Ctyitahelnik.

5. Po protazeni tisecek najdéte podobné trojuhelniky.

6. Nakreslete vhodné kruznice se stfedy A, B, protnéte je podruhé, protdhnéte
tsecky a najdéte tétivovy Ctyituhelnik.

7. ,Narovnejte“ lomené ¢ary na ptimky AB, AC. Pouhlete a dokazte, Ze jelikoz P
neni A-pripsisté v AABQ, musi byt |QB| = |QT|.

8. Poznejte kolmisteé.

9. Dokazte, Ze bod D je opsisté AABC.

10. Protahnéte ramena a poznejte obrazek s kolmistém a kruznici deviti bodi.

11. Dokreslete tzv. ,,Svrékiv bod“ — stied oblouku AB kruZnice opsané ¢tyiuhel-
niku ABCD.

12. Obraz H podle strany BC padne na kruznici opsanou.

13. Dokreslete B- a C-pripsisté a uvédomte si, ze N je jejich stiedem.

14. Dokreslete stfed AB.

15. ,Navazte“ na sebe shodné tisecky dokreslenim rovnobéznika BKCX.

16. Dokreslete soucasné rovnobéinik PBAX a tétivovy ¢tyfuhelnik PQAX.

17. Na polopfimku BH naneste X, aby |[BH|/|[HX| = |BD|/|DC|, a odhalte
kolmisteé.

18. Dokreslete prusecik BC' a rovnobézky s AB skrz Q.

19. Stiedy PA a PD, jakozto stfedy prepon pravouhlych trojihelnikii, viibec
nejsou Spatné body.

20. Obrazek vznikl pfehnutim podle AB (proto v ném neni C'D). Narovnejte ho.
21. Vystiihnéte pasek skrz F a F'.

22. Rozstfihnéte AXPY podle AP a pielepte.

23. Prelepte AABP na ADCX, aby vznikl tétivovy ¢tyruhelnik.

24. Vyuzijte toho, ze |OA| = |OB| = |OC|, a pferovnejte obvod AM AN do lomené
¢ary s konci B a C.
25. Rozstiihejte ABC'D podle M na 4 trojuhelniky a preskladejte je (po pfipadném
nafukovani) na rovnobéznik.
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26. Dokreslete soucasné ¢tverec BCDE' a rovnostranny trojuhelnik ABE.
27. Dokreslete obraz bodu B podle osy AD.

28. Zobrazte P podle BC.

29. Naneste na AB usecku délky |AD| nebo ptelepte BCD na DEC.

30. Dokreslete rovnoramenny lichobéznik.

31. Zobrazte P podle AC na P’ a uvédomte si, ze P’ lezi na BQ (kruZnice se
stfedem P).

32. Prteklopte C pfes AB do X a B pies AC do Y. Najdéte tvar AC'P na bodech
B,C,X,Y.

33. Zobrazte M podle BD na N a vSimnéte si, ze N je opsisté AM BC.

34. Dokreslete trojuhelnik ACE.

35. Dokreslete obdélnik ADM X.

36. Vedte body X, Y, Z rovnobézky s piislusnymi stranami.

37. At M je stred BC.

38. Stied thlopticky!

39. Na osu VO dokreslete body K, L tak, aby AVKL ~ AVXI a AOKL ~
AOXP. Vyjde |LP| = |LI|.

40. Dokazte, ze B a Y lezi na chordale R a A-pfipsané.

41. Dokreslete tfi kruznice tak, aby uhlopticky AD, BE, CF' byly jejich chorda-
lami.

Literatura
Tento prispévek je kopii stejnojmenného prispévku od Josefa Tkadlece, jemuz timto
dékuji.

[1] Josef Tkadlec: Dokreslovdnt, Horni Lysec¢iny, 2013.

[2] Andreescu, Rolinek, Tkadlec, 107 Geometry Problems, XYZ Press, 2013.
[3] Archivy olympidd na mathlinks.ro.
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Linearni programovani a aproximacni algoritmy

STEPAN SIMSA

ABSTRAKT. Prispévek se vénuje dvéma informatickym témattm, linedrnimu pro-
gramovani a aproximacnim algoritmim, jejichz vysledky se ¢asto pouzivaji v praxi.
Prestoze je linearni programovani dulezité predevsim pro informatiky, jedné se o ma-
tematicky problém. Aproximadni algoritmy jsou Casto zalozené pravé na linedrnim
programovéani, a proto na sebe tato dvé témata navazuji. Pfestoze aproximacni algo-

algoritmus je skute¢né aproximacni, nez algoritmus vymyslet.

Linedrni programovani

Definice. Ulohou linedrniho programovdni je maximalizovat jistou ti¢elovou funkci
na zékladé danych linearnich podminek. Forméalné méjme readlné proménné =1, ..., z,
a konstanty ci,...,¢n,a011,- -5 Gmn,b1,-..,by. Pak chceme najit maximum funkce
c1x1+- - -+ ¢y, pres vSechny mozné hodnoty x4, . .., z, spliujici podminky a1z +
<o+ aipxy, < b; pro véechna i € {1,...,m}.

Cviceni. Ukaz, Ze se tato uloha také da vyjadfit linedrnim programem:

minimalizovat T, — 3To + mI3
mezi véemi vektory (xq, 2, 23) € R3
za podminek T + 229 = 23
T2 — I3 S 0
I3 > 1.

Predchozi cviceni ukazuje, ze si mizeme v linedrnich podminkach povolit i opa¢né
nerovnosti, nebo dokonce i rovnosti, a podobné Ze muzeme tucelovou funkci minima-
lizovat misto maximalizovat.
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Priklad 1. Najdi optimélni feSeni nasledujiciho linedrniho programu:

maximalizovat T1 + To

mezi viemi vektory (z1,72) € R?

za, podminek 1 >0
To Z 0
To — X1 S 1
T+ 6(E2 S 15

4%1 — T2 S 10.

Definice. Pripustné reseni linedrniho programu je libovolné feSeni, které spliuje
vSechny zadané podminky. Optimdini reSent je takové pfipustné feseni, jehoz éelova
funkce je nejvétsi, resp. nejmensi (pro maximaliza¢ni, resp. minimaliza¢ni problém).

Poznamka. Vsimni si, Ze tiloha nemusi mit zaddné, jedno nebo i vice ptipustnych
feSeni. To samé plati i pro optimalni feseni tlohy.

Definice. Uloha je nepripustnd, pokud nema zadné pripustné feseni, a neomezend,
nabyva-li Géelova funkce mezi pfipustnymi feSenimi libovolné velkych (resp. malych)
hodnot.

Na tlohu linearniho programovani se také mtizeme divat geometricky. Mame-li
n proménnych, tak nam kazda podminka urcuje poloprostor v n-dimenzionalnim
prostoru. Piipustna feSeni jsou pak ty body, které lezi v priniku vsech téchto po-
loprostort, coz je néjaky konvexni mnohostén. Optimaliza¢ni funkce urcuje smér a
optimélni feSeni jsou ty body tohoto mnohosténu, které jsou nejdale v tomto sméru.

Cviceni. Rozmysli si, Ze mé-li linedrni program optimalni feSeni, pak je i néjaky
z vrcholl ptislusného mnohosténu pripustnych reseni optimalnim feSenim.

Predchozi cviceni naznacuje jeden mozny zpusob Feseni linedrnich programi. Na-
lezneme vsechny vrcholy a vezmeme ten nejlepsi.

Priklad 2. Najdi takovy linedrni program s n proménnymi a 2n podminkami, aby
konvexni mnohostén predstavujici pfipustna feseni této tlohy mél 2" vrcholi.

Priklad 3. Maéame dén konvexni n-tthelnik P v roviné a chceme najit nejvétsi kruh
v ném obsazeny.

Piiklad 4. Mame danych nékolik modrych a ¢ervenych boda v roviné. Nalezni
takovou piimku, Zze vSechny modré, resp. ¢ervené body lezi na jedné, resp. druhé
strané pfimky (Zddny bod nesmi lezet na piimce samotné).

Poznamka. Ulohy linedrniho programovéani se daji fesit v polynomialnim case,
napiiklad elipsoidovou metodou.
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Dualni program

Definice. Dudlni program k linedrnimu programu ve tvaru:

maximalizovat Y ., ¢;x;

za podminek Yo ajiz; < b, Vi€ {1,2,...,m}
7> 0 Vie{lL,2,....n} (P

je linearni program:

minimalizovat Y 1", ¢y,
za podminek YU a;y > ¢ vje{1,2,...,n}
yi >0 Vie{,2,...,m} (D)

Véta. (Slaba véta o dualité) Pro kazdé piipustné reSeni x primarni ulohy (P) a
kazdé pripustné Feseni y dudlni tlohy (D) plati

n m
> e <) by
i=1 i=1

Specialné, je-li (P) neomezend, musi (D) byt nepiipustnd, a je-li (D) neomezend, pak
Jje nepripustnd (P).
Véta. (Silna véta o dualité) Pro tilohy (P) a (D) nastane prévé jedna z nasledujicich
moznosti:
(1) Ani (P), ani (D) nem4 pFipustné feseni.
(2) (P) je neomezend a (D) nemd pfipustné FeSeni.
(3) (P) nemd pfipustné FeSeni a (D) je neomezena.
(4) Jak (P), tak (D) mayji piipustné feSeni. Pak existuje optimalni feSeni =* tilohy
(P) a optima&lni FeSeni y* tlohy (D) a plati

ZCz bey

Té&zké problémy

Zde néasleduje nékolik problémi, kterym fikejme tézké. Za predpokladu, ze P #
NP (coz se povazuje za rozumny piedpoklad) pro tyto algoritmy neexistuje zadny
polynomialni algoritmus.

Problém. (Minimélni vrcholové pokryti) Ulohou je nalézt co nejmensi podmno-
zinu vrchold takovou, Ze kazda hrana ma alespon jeden ze svych krajnich vrcholid
v této mnoziné.
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Problém. (Set cover problem) Méjme mnozinu U = {1,2,...,n} a jeji podmno-
ziny Si,...,Sm, jejichz sjednocenim je U. Cilem je najit co nejmensi indexovou

mnozinu I C U, Ze sjednoceni pres prislusné podmnoziny S;,i € I, je celd mnozina

U, tedy:
Usi=u.

i€l

Problém. (Nejvétsi nezavisla mnozina) Ulohou je najit nejvétsi nezdvislou mno-
Zinu v grafu, tedy podmnozinu vrchold takovou, Ze mezi nimi nevede zadnéa hrana.

Problém. (Problém obchodniho cestujiciho) Méme dand mésta a vzdalenost mezi
kazdymi dvéma témito mésty. Cilem je najit nejkratsi moznou trasu, kterd projde
pfes vSechna tato mésta a vrati se zpét do ptivodniho mésta.

Vsimnéme si, Ze je-li néjaky problém tézky a povede se nam ho vytesit prevedenim
na jiny problém (aniz bychom tim pf¥ili§ zvysili velikost vstupu), tak i tento problém
je tézky.

Celociselné programovani

Definice. Ulohou celoc¢iselného programovdni je tloha linedrniho programovani,
kde navic priddme podminky na celociselnost proménnych.

Priklad 5. Napis celoéiselny program, ktery fesi set cover problem.

Dusledek. Za predpokladu P # NP se uloha celoc¢iselného programovani neda
fesit v polynomialnim case.

Definice. Relazace celoc¢iselného linearniho programu je linearni program, ve kte-
rém se vynechaji podminky na celociselnost. ReSeni této tlohy lze pak casto upravit
na FeSeni puvodni celo¢iselné tilohy.

Priklad 6. (Parovani maximélni véhy, tézky) Navrhni algoritmus pro nésledujici
problém. Mame dany bipartitni graf se stejné velkymi komponentami a s ohodnoce-
nymi hranami. Chceme nalézt perfektni parovani (kazdy vrchol bude spojen s pravé
jednim ze svych sousedt), aby soucet vah na hranich v parovani byl co nejvétsi.

Aproximacni algoritmy

Definice. Algoritmus je a-aprorimacni, pokud pro vSechny mozné vstupy vyda
v polynomidlnim ¢ase vystup, jehoZ hodnota je alesponi 1/a-ndsobek pro maximali-
zacni problém, resp. nejvySe a-nasobek pro minimalizacni problém.

Pfiklad 7. (Minimélni vrcholové pokryti) Nalezni 2-aproximadni algoritmus pro

problém minimdalni vrcholové pokryti.

Piiklad 8. (Set cover problem) Nalezni néjaky aproximadni algoritmus na set
cover problem.
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Piiklad 9. (Balancovédni grafu) Navrhni 2-aproximaéni algoritmus pro nésledujici
problém. Na vstupu je neorientovany graf s kladnymi vahami na hranach. Cilem je

zorientovat vSechny hrany, aby ten nejtézsi vrchol (vrchol s néjvétsi souctem vah
hran orientovanych k nému) mél co nejmensi moznou vahu.

Priklad 10. (Problém batohu) Najdi 2-aproximaéni algoritmus pro problém ba-
tohu, ktery je zadan nasledovné. Mame batoh s danou nosnosti a nékolik predméti,
kazdy se svoji vahou a cenou. Cilem je najit takovou podmnozinu predmétu, které
se vejdou do batohu a jejichz soucet cen je nejvétsi mozny.

Priklad 11. (Metrické TSP) Nalezni aproximaéni algoritmus pro problém obchod-
ntho cestugictho, kde navic jednotlivé vzdalenosti splinuji trojithelnikovou nerovnost.

Piiklad 12. (Planovani) Nalezni 2-aproximaéni algoritmus pro nésledujici plano-
vaci problém. Mame nékolik pocitact a nekolik tkolid. Kazdy tkol ma svoji délku a
muze byt zavisly na jinych tkolech, coz znamend, Ze ho mize pocita¢ zacit provadeét,
aZ kdyz jsou vSechny pfedchozi tikoly (na libovolném poéitaci) dokoncené. Cilem je
minimalizovat ¢as, kdy se dokoné¢i vSechny tikoly.

Piiklad 13. (Problém k dodavateli) Nalezni 3-aproximaéni algoritmus pro nésle-
dujici problém. Na vstupu mame m+n bod v roviné, kde m z nich jsou dodavatelé a
zbyli jsou zakaznici. Ukolem je vybrat k dodavatelii tak, Ze minimalizujeme nejdelsi
vzdalenost mezi zakaznikem a jeho nejbliz§im vybranym dodavatelem.
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Navody
1. Nakresli si piiklad do roviny.

2. Zobecni krychli do vice dimenzi.

3. Jako proménné zvol polomér, ktery se bude maximalizovat, a soufadnice stfedu.
Vyuzij vzorecek pro vzdalenost bodu od primky.

4. 7Zvl1ast vytes svislou piimku. Poté napis program s ostrymi nerovnostmi, kterych
se nasledné zbav zavedenim nové proménné.

5. Vezmi proménnou pro kazdou mnozinu a dej ji hodnotu 1 nebo 0 podle toho,
jestli je mezi vybranymi, nebo ne.

6. Napis celociselny program, ktery tuto tllohu fesi, a uvaz jeho relaxaci. Pak najdi
zpusob, jak zachovat optimalitu, ale z necelo¢iselnych proménnych udélat celociselné.

7. Sestav linedrni program fesici tuto tlohu, uvaz jeho relaxaci a optimalni feseni
vhodné zaokrouhli.

8. Sestav celociselny linedrni program, ktery tuto tilohu fesi, a vezmi jeho relaxaci.
Také miizes uvazit relaxaci dualniho programu. Pro dikaz, ze jde o aproximacni
algoritmus, uvaz ¢islo odpovidajici nejvétsimu poc¢tu mnozin, ve kterych se néktery
prvek vyskytuje.

9. Napis linearni program, kde proménnd odpovidé kazdé orientované hrané (hod-
nota 1/0 znamend, %e hrana je/neni orientovana timto smérem), uvaz relaxaci a
feseni zaokrouhli.

10. Setfid pfedméty podle ,hustoty“ (pomér cena/hmotnost).

11. Pro 2-aproximacni algoritmus obejdi dvakrat minimalni kostru grafu. Pro 1, 5-
aproximac¢ni algoritmus nejprve sestav minimalni kostru a pak na vrcholech s lichym
stupném nalezni miniméalni perfektni parovani.

12. Posouvej se v case a vzdy umisti vSechny mozné tikoly. Vyuzij toho, Ze optimum
je alespon soucet vSech délek ukolu podéleny poctem pocitacu a také alespon tolik
jako soucet délek tkolt na libovolné cesté v zavislostnim grafu.

13. Vzdy vezmi zdkaznika, ktery je na tom nejhtfe, a pfidej jeho nejblizsiho do-
davatele.
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Dvé neobvyklé existencni techniky

RADO VAN SVARC

ABSTRAKT. Prispévek popisuje dvé jednoduché, ovSem nepfilis znamé techniky vy-
uzivané (zpravidla) pro dukazy existence.

Diskrétni spojitost

Pres svilj zvlastni, ponékud oxymoricky nazev je diskrétni spojitost velmi jednoduchy
a intuitivni pfistup. Ilustrujme na ptikladu:

Priklad 1. Na rovinné louce se pase 2016 bodovych prasatek. Pastevec Rado se
doslechl, Ze se k louce blizi vlk, ktery chce prasatka sezrat. Samoziejmeé chce prasatka
zachranit, a proto by kolem nich rad postavil kruhovou ohradu (jiné tvary neuznava).
Zaroveti by si ovSem rad naklonil Stésténu na svoji stranu, proto by chtél nechat
pravé 42 prasatek mimo ohradku, a tim uéinit krvavou obéf svému Pénu a Spasiteli
Belzebubu. Ukazte, ze takovou ohradku skuteéné umi postavit.

Reseni. Nejprve ukéZeme, Ze existuje bod B, na kterém nestoji z4adné prasatko
a ktery zaroven nemd k zadnym dvéma prasatkim stejnou vzdalenost. To plyne
z toho, Ze pokud mé bod ke dvéma prasatkium stejnou vzdalenost, potom lezi na
ose usecky, kterd je spojuje. Tim méame ale zakdzany jen koneény pocet (konkrétné
(20216)) pfimek a konecny pocet bodi, coz ndm urcité nepokryje celou rovinu. Proto
bod B s pozadovanymi vlastnostmi vskutku existuje.

Nyni, kdyz jsme hotovi s technikdliemi, prejdeme na skutec¢né pouziti diskrétni
spojitosti. Uvazujme kruznici k; se stfedem v B, kterd neobsahuje zadné prasatko (ta
existuje — prosté zvolme polomér mensi, nez je vzdalenost B k nejblizs§imu prasatku).
Postupné ji nafukujme, dokud vSechna prasatka nelezi uvniti kruznice. Na zacatku
se mimo kruznici paslo 2016 > 42 prasatek, na konci je to 0 < 42. Protoze pii
nafukovani najednou pfiddme vzdy jen jedno prasétko (protoze B nemé k zidnym
dvéma prasitkiim stejnou vzdalenost), musi jednou uréité nastat takova situace, kdy
se pravé 42 prasatek nachézi mimo ohradku.

Priklad 2. E.T. k narozenindm dostal krasny kruhovy dort a hned se rozhodl

pulkruhovou ¢ast z néj vénovat nejlepsimu fesiteli PraSatka. Nez ji ale stihl odkrojit,

Pepa uz dort nakréajel tradi¢nim zptsobem na praveé 4k dilki tak, ze 2k z nich bylo

vétsich (navzdjem stejnych) a 2k mensich (téZ navzajem stejnych). Dokazte, ze E.T.
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i tak nasel nékolik sousednich dilkd, které tvofily pilkruh. (Podafilo se mu tedy
oddélit ptlkruhovou ¢ast, aniz by musel nakrdjené kousky pfeuspofadat.)
(MKS 33-5-5)

Priklad 3. Ukazte, Ze existuje 1000 za sebou jdoucich pfirozenych ¢isel, mezi kte-
rymi se nachéazi pravé 5 prvodisel. (MKS 30-1-4)

Piiklad 4. V (na obé strany nekonecné) fadé stoji iKSafi a chudaci (kazdy ¢lovek
je bud iKSa¥f, nebo chudék). Je zndmo, Zze pokud vezmeme libovolny koneény podisek
této fady, bude se v ném pocet iKSaiu a chudaku lisit maximalné o 1000. Ukazte,
ze existuje podusek fady délky 2000, ve kterém je prave 1000 iKSait.

(ITAMO 2013)

Priklad 5. Necht n je pfirozené ¢islo vétsi nez jedna. V roviné se pase n bodovych
kraviek a n bodovych ovecek. Zadné t¥i zviFatka neleZi na jedné p¥imce. Balancni
primkou nazveme primku prochézejici jednou oveckou a jednou kravickou tak, ze
na kazdé strané od primky je stejné ovecek jako jako kravicek. Ukazte, ze existuji
alespoil dvé balanéni pfimky. (USAMO 2005)

Priklad 6. Necht S je mnozina alespoil dvou bodil v roviné, z nichz zadné t¥i nelezi
na piimce. Vétrnym mlynem rozumime néasledujici proces. Na pocatku je vybrana
néjakad primka ¢ prochézejici pravé jednim bodem P € S. Tato pfimka se zacne
otacet ve sméru hodinovych rucicek se stfedem otaceni P, dokud ,nenarazi“ na
dalsi bod mnoziny S, ozna¢me jej . Pfimka se nadéle otaci ve sméru hodinovych
rucicek, ovsem se stfedem otaceni @), dokud nenarazi na dalsi bod mnoziny S, a tak
déle. Tento proces neustéle pokracuje (nekone¢né dlouho). Dokazte, Ze 1ze zvolit bod
P € S a pfimku ¢ prochézejici bodem P tak, Ze jimi zacinajici vétrny mlyn bude
mit kazdy bod z S za stied otaceni nekoneénékrat. (IMO 2011)

Prochazeni stavového prostoru

Druhé idea této prednasky zni taktéz vcelku krypticky, ovsem neznamena nic jiného,
nez ,kdyz chodime mezi koneénym poc¢tem moznosti pomoci rozumného pravidla,
musime se bud zacyklit, nebo skon¢it“. Opét budeme ilustrovat na prikladu:

Priklad 7. Msésto mé tvar obdélnika. Jeho hlavni ulice jsou tisecky rovnobézné
s nékterym jeho okrajem (stranou obdélnika) a rozdéluji jej na obdélnikové ctvrti.
Centrem nazveme takovou étvrt, kterd nesousedi s okrajem. Podle vyhlasky zadna
hlavni ulice nevede napfic¢ celym méstem. Predpoklddejme, Ze existuje alespon jedna
hlavni ulice. Dokazte, Ze mésto méa centrum. (MKS 34-5-6, ISL 2007)

Reseni. Projedeme se po mésté. Vjedeme do néj nékterou hlavni ulici a dojedeme

a7 na konec této ulice (kde uz nejde pokracovat rovné). Tento konec je kvili vyhlasce

uvnitf mésta, a protoze jsou vSechny ¢tvrti obdélnikové, jedna se o kiizovatku tvaru

T. Diky vyhlasce je alespon jeden konec ulice, na kterou jsme narazili, opét uvnit

mésta. Vydame se tedy na néj. Opét dojedeme na konec a proces opakujeme. Takto

projizdime méstem tak dlouho, nez dojedeme na misto, na kterém uz jsme jednou
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byli. Mezi okamzikem, kdy jsme na tomto misté byli poprvé, a kdy jsme na néj dojeli
podruhé, jsme objeli neprdzdnou oblast, v niZ je kazda étvrt centrem.

Priklad 8. Na velkém nadvoii jsou na zemi vyznaceny vrcholy Gtvercové sité a na
nékterych z nich stoji zidle. Rozhodnéte, zda lze na jakoukoliv takovou konfiguraci
zidli usadit republikdny a demokraty tak, aby na kazdé zidli sedél praveé jeden politik,
aby se pro kazdou fadu pocet v ni sedicich demokratti 1isil od poctu v ni sedicich

republikanii nejvyse o jedna a to samé aby platilo pro vSechny sloupce.
(MKS 34-5-7, IMO 1986)

Priklad 9. Mg¢jme libovolné prvodislo p > 7. Dokazte, Ze pak existuje prirozené
¢islo n a celd ¢isla z1, s, ..., Tn, Y1, Y2, - - -, Yn Nesoudélna s p takova, ze

23 4y} = 23 (mod p)
x5+ y3 = 23 (mod p)

22 +y2 =27 (mod p).

(MKS 34-3-8)

Priklad 10. Romeo a Julius jeli na vylet do rumunskych hor. Stoji na opa¢nych
stranach pohoii ve stejné nadmorské vysce a chtéji se pohybovat tak, ze stale budou
mit stejnou nadmorskou vysku. Cesta mezi nimi tvoii graf linedrni lomené funkce (je
to lomend ¢éra). Kazdy bod cesty je alespoii tak vysoko jako pocateéni nadmorska
vyska Romea a Julia. Dokazte, Ze se mohou setkat. (MKS 24-1-7)

Zdanlivé neexistencni Glohy

Myslenka prochazeni stavovych prostori se vyskytuje i v tilohach, které na prvni po-
hled nevypadaji pfili§ ,existenéné“. Pomoci stavovych prostori v nich vSak (¢asto
pri dikazu sporem) jako pomocné tvrzeni ukdZeme existenci néceho, co zadani ne-
pozaduje, ale co ndm pomiuze vyresit ulohu.

Priklad 11. Méme n karet o¢islovanych 1 az n zamichanych v bali¢ku. V kazdém
kroku se podivame na horni kartu. Pokud na ni je ¢islo k, obratime pofadi hornich &
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karet. Tj. z potadi 3,5,2,4,1,7,6 dostaneme 2,5,3,4,1,7,6, z toho 5,2,3,4,1,7,6 a
z toho 1,4, 3,2,5,7,6. Ukazte, Ze Casem se nahoru dostane jednicka. (TRiKS 35)

Priklad 12. David si na kruznici nakreslil 4n riznych boda a pak je po sméru
hodinovych rucicek stiidavé obarvil modie a ¢ervené. Cervené body néjakym zpii-
sobem rozdélil do n dvojic a body v kazdé dvojici spojil ¢ervenou tiseckou. Podobné
n modrymi tiseCkami pospojoval modré body. Vsiml si, Ze zadné tii barevné tsecky
neprochazeji jednim bodem a zZe kazdy prisecik modré a Cervené usecky je fialovy.
Dokazte, Ze na obrazku nasel alesponi n fialovych bodi. (MKS 34-1-7)

Piiklad 13. Bludisté sestavd z mistnosti tvaru étverce spojenych jednotkovymi
zdmi (prosté policka ve étvereckované siti). Pokud jsou dvé mistnosti spojené zdi,
vedou mezi nimi i dvefe. PraSatko se snazi dostat ven z labyrintu, do kterého jej
uvrhl Déd Vsevéd. V kazdé mistnosti je na zemi Sipka, kterd ukazuje na nékteré
dvere. Poté, co Prasatko vstoupi do mistnosti, se Sipka zac¢ne otacet proti sméru
hodinovych rucicek, a kdyz poprvé ukaze na dvefe, zastavi se. Nasledné se tyto
dvefe oteviou a do mistnosti je vpustén jedovaty plyn, takze PraSatko musi dvefmi
utéct. Poté, co PraSatko projde, se dvefe zaviou a proces se opakuje znovu v nové
mistnosti. (Jedovaty plyn bude mezitim opét odsaty, takze pokud PraSatko vstoupi
do nékteré mistnosti znovu, nic se mu nestane.) Déd vSevéd chtél PraSatku dat Sanci,
a proto do pravé jedné mistnosti pfidal dvefe, které vedou ven (kdyz se oteviou).
PraSatko za¢ina v mistnosti, ktera je néjakou posloupnosti dvefi spojena s mistnosti s
vychodem. Je Déd Vsevéd schopny nastavit tvar bludisté, pozici vychodu, pocatecni
pozici PraSatka a pocateCni orientaci Sipek tak, aby se PraSatko nikdy nedostalo
ven?

Priklad 14. Do kazdého policka tabulky n x n napiSeme kladné realné ¢islo tak,
ze soucet Cisel v kazdém radku je roven 1 a plati, ze kdykoliv vybereme n policek
tak, ze z kazdého radku i sloupce vezmeme pravé jedno, je soucin ¢isel téchto policek
mensi nebo rovny soucinu ¢isel na diagonale. DokazZte, Zze soucet ¢isel na diagonale
je alespon 1. (1KS 4-5, St. Petersburg 2000)
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Monskyho véta

RADO VAN SVARC

ABSTRAKT. Cilem pfispévku je seznamit ¢tenafe s Monskyho vétou. V prvni ¢asti
budeme budovat zdanlivé nesouvisejici teorii. Ve druhé pak tuto teorii vyuzijeme k du-
kazu véty.

Zamysleme se nad néasledujici otazkou — pro jaka prirozend m umime rozrezat
¢tverec na n trojuhelniki o stejném obsahu? Je jednoduché ukazat, ze pro suda n
je to vzdy mozné. Jak je to ale s lichymi?

Zdanlivé nesouvisejici teorie

Definice. Necht p je prvocislo. Potom jako p-valuaci nazveme funkci v, : Q — R
takovou, Ze v,(0) = 0 a pokud r # 0 je racionalni éislo, pro které plati r = pk%, kde
k je celé ¢islo a a a b jsou celd ¢isla nedélitelnd p, pak v, (r) = p=*.

Napiiklad va(3) =4, v3(15) = § a vs(1) = 1.

Definice. Funkciv:R — RS‘ nazveme nearchimédovskou valuaci, pokud plati
(1) (v(z) =0) & (z =0),
(2) v(zy) = v(x)v(y),
(3) v(z +y) < max{uv(z),v(y)},

pro libovolné z,y € R.

Tvrzeni. Pokud v je nearchimédovska valuace a v(z) # v(y), pak v(x +y) =
max{v(z), v(y)}-

Rozsifovani p-valuace

Povsimnéme si, Ze v,(x) nasi definici nearchimédovské valuace témé¥ splituje, pouze
neni definovand v iracionalnich ¢islech. Je mozné tuto funkci vhodné na iracionalnich
¢islech dodefinovat tak, Ze v, zlistane nearchimédovskou valuaci, ale my to délat ne-
budeme. Vystacime si se slabsim tvrzenim. Stéale usilujeme o to, roztdhnout defini¢ni
obor na celé R, ale misto RS‘ budeme za obor hodnot nasi valuace pozadovat jen
néjakou mnozinu M, pro kterou plati M = {0} UG, kde G je uspofaddand abelovska
grupa (tj. mnozina s nasobenim a délenim, u které umime uréit, co je vétsi a co je
mensi) a kde pro kazdé a € G plati 0-a=0a 0 < a.
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Tvrzeni. Existuje nearchimédovska valuace w : R — M takovd, Ze w (%) > 1.

Lemma. (Zornovo) Méjme mnozinu X. O mnoziné R, jejiz prvky jsou podmnoziny
X, fekneme, ze se jedna o fetézec, pokud pro kazdé dvé mnoziny A, B € R plati
A C B nebo B C A.

Necht S, jejiz prvky jsou podmnoziny X, je neprdzdna mnoZina spliiujici nasle-
dujici podminku: Pro kazdy fetézec R C S plati |JR € S. Pak existuje maximalni
mnozina M € S. (Maximalni mnozinou rozumime takovou, Ze pro zadnou jinou
mnozinu A € S neplati M C A.)

A jdeme na to!
Véta. (Monskyho) Neni mozné rozfezat ¢tverec na lichy pocet trojihelniki se
stejnym obsahem.

Budeme pro spor predpokladat, ze takové rozirezani je mozné a budeme pracovat
s takovymto roziezanim étverce {[z,y] € R?: 0 < z,y < 1}.

Definice. Rekneme, Ze bod se soutadnicemi [z,y] je obarven
(1) modre, pokud w(z) > w(y),w(z) > w(1),
(2) zelené , pokud w(z) < w(y),w(y) > w(l),
(3) cervené, pokud w(z) < w(l),w(y) < w(l).

Definice. Vjyraz
la1bacs + agbscr + agbica — arbzca — agbics — agbacy |

budeme zkracené znacit jako

ay az as
by by b3
c1 C2 C3

Lemma. Trojahelnik se soufadnicemi [x1,y1], [z2,y2], [£3,y3] mé obsah rovny

1 1 r1 Y1 1
5‘(%—xz)(yl—y3)—(331—3?3)(211—92)‘ =35 (%2 b2 1
r3 ys 1
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[€3,y3]

AAAAAA Se %Sy Se v e m e e [x2, 2]

(@1, 1]

Definice. Jako duhovy trojuhelnik nazveme takovy trojuhelnik, jehoz kazdy vrchol
ma jinou barvu.

Lemma. Necht [x1,y1], [T2,y2] a [z3,y3] jsou vrcholy duhového trojihelniku. Po-
tom

1 y1 1
wl|ze y2 1 > 1.
r3 ys 1

Lemma. V libovolném roziezani ¢tverce se vyskytuje alespori jeden duhovy troj-
thelnik.

Literatura a zdroje

[1] Martin Aigner, Giinter M. Ziegler: Proofs from THE BOOK, Springer, 2010.
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Jensenova nerovnost

MARTIN TOPFER

ABSTRAKT. Jensenova nerovnost je prekvapivé silnd a muze pomoct, kdyz klasické
AG nebo CS selzou. Obecné si rozumi i se slozitéjsimi funkcemi a diky tomu ji budete
pravidelné potkavat i na vysoké skole.

Konvexni kombinace
Definice. Necht z1,...,z, € R, A1,..., A\, € (0,1) anavic Ay +---+ A, = 1. Pak
¢islo A\1z1 + - -+ + A\pxy, nazyvame konvexni kombinact Cisel x1, ..., T,.

Cviceni. Rozmyslete si, Ze pokud je x; nejmensi a x, nejvétsi z Cisel xq,...,x,,
lezi kazd4 konvexni kombinace téchto ¢isel v intervalu (x1,x,,).

Pro praci s Jensenovou nerovnosti je klicové porozumét konvexnim kombinacim
(bodt) v roviné.

Definice. Necht [x1,91],...,[Tn, yn] jsou soufadnice n bodi v rovingé, A,..., A, €
(0,1) a Ay + - -+ A\, = 1. Pak bod o soutadnicich

[)\11'1 + o ATy, /\lyl + 4+ /\nyn]

nazyvame konvezni kombinaci bodi [z1,y1], . .-, [Tn, Yn]-

Cvi€eni. Co je mnozinou vSech konvexnich kombinaci danych dvou (ti1, ¢tyf, atd.)
bodt v roviné? A co v prostoru?

Konvexni a konkavni funkce

Definice. Necht I C R je interval a f: I — R je funkce. Pokud pro kazdou dvojici
z,y € I akazdé \ € (0,1) plati

fOz+ (1= Ny) <Af(z) + (1 =N f(y),
fekneme, ze f je konvexni na I.

Duélné (s opa¢nou nerovnosti) definujeme konkdvni funkci. Pokud pro A € (0,1)
plati ostrd varianta uvedené nerovnosti, mluvime o ryze konvexni (resp. ryze kon-
kdont) funkei.
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Cvi€eni. Rozmyslete si, co nerovnost definujici konvexitu (resp. konkavitu) zna-
mena geometricky.

Cviceni. Zjistéte, které z elementarnich funkei jsou na néjakych intervalech kon-
vexni (resp. konkavni).

Jensenova nerovnost

Véta. Necht f je konvexni funkce na intervalu I. Potom pro libovolnd
X1y, n €T a A, ..., Ay €(0,1) takovd, Ze Ay + -+ - + A\, = 1, plati

Mf(x)+ -+ A f(xn) = fhzr + -+ Apxy).

1
Casto nam bude stacit jednodussi tvar nerovnosti, kdy jsou vSechny \; = —:
n

f($1)+"'+f(xn)> (351+~~$n>
> f :
n n
Cviceni. Interpretujte obé strany rovnosti geometricky pomoci konvexnich kom-
binaci boda a uvédomte si, Ze tvrzeni se tim stava témér trividlnim.

Cviceni. Rozmyslete si, kdy v Jensenové nerovnosti nastava rovnost.

Nyni si mtizeme blahopfat, nebot jsme téméf zadarmo ziskali velmi obecné vyhli-
zejici nerovnost, kterd se ukaze byt silnou zbrani. Ke spravnému pouziti Jensenovy
nerovnosti je tfeba umét rozhodnout, zda je dand funkce konvexni (resp. konkévni).
K tomu se v praxi pouziva nasledujici lemma.

Lemma. Ma4-li funkce f na intervalu I nezédpornou (resp. nekladnou) druhou de-
rivaci, je f na I konvexni (resp. konkdvni).

Pokud jste o derivaci (natoz néjaké druhé derivaci) neslySeli, nezoufejte. U jed-
noduchych funkef se d4 konvexita/konkavita dobfe odhadnout z grafu, pfipadné lze
pouzit vhodny matematicky software. Pfisné korektni zddvodnéni se v tomto pri-
padeé nevyzaduje ani v MO, o jednoduchych funkcich se povazuje za znamé, zda jsou

konvexni ¢i konkavni. Konvexni jsou naptiklad %, % na RT nebo sudé mocniny x

na R. Typické konkavni funkce jsou /= nebo log(z) na RT.

Logaritmus

Obcas se pii pouzivani Jensenovy nerovnosti setkame s logaritmem. Uzite¢ny pro nas
bude, protoze svym zptsobem prevadi niasobeni na s¢itani a mocnéni na nasobeni.
Presnéji o tom hovori nasledujici poznamka.

Poznamka. Necht a > 1. Funkce f(z) = log,(z) definovand na R* jako inverzni
funkce k g(x) = a® m4 nésledujici vlastnosti:

(i) f je rostouci ryze konkavni funkce na RT,
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(ii) f(zy) = f(=)+ f(y),
(iii) f(3)=—f(=),
(iv) f(z¥) = yf(2).
Motivacni priklady
Koneéné se dostavame k tloham. Zacneme zlehka:

Priklad. Ukazte, Ze pro kazdé realné x > 1 plati:

+ -+ >

1 1 1 3
r—1 2 z4+1"z

Regeni. Pouzijeme Jensenovu nerovnost pro funkci f(r) = 1/z, kterd je konvexni
na R, a konvexni kombinaci kladnych ¢&isel x — 1, z,  + 1 s koeficienty

1
Mo=de == 3.
Dostavame
1 1 +1+ 1 S 1 _l:> 1 +1+ 1 3
3\z—-1 2z x+1 *“’Tflﬁ-%—k%ﬂ_x x—1 2 x+1 "z

Jisté by vam nedé€lalo problém tuto nerovnost dokézat zcela prfimocare rozné-
sobenim. Zkusime tedy néco tézsiho — zastupce typické skupiny tloh fesSitelnych
Jensenovou nerovnosti:

Priklad. Jsou-li o, 3, v velikosti thli v trojuhelniku, dokaZzte

3v3

sina 4 sin f + siny < -

Reseni. Jensenovu nerovnost aplikujeme na funkci f(x) = sina konkévni na inter-
valu (0, 7). Plati «, 8,7 € (0, 7), tedy
<a+5+v> _ V3

Linat Leing s Lsinn < o
— S1n & — S1n — S1n Sin =
3 3 ST = 3 2

3
U této nerovnosti bychom jiz pfimocarejsi pfistup hledali tézko. Jensenova ne-
rovnost je pro dokazovani nerovnosti pro tihly v trojuhelniku ¢asto uziteéna, nebot
zndme jejich soudet (a tedy i tu nejjednodussi konvexni kombinaci).
Potad je to moc snadné? Jensenova nerovnost jde pouzit i na dokazovani nerov-
nosti mezi prameéry:
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Tvrzeni. (AH nerovnost) Pro nezaporné ¢isla 1, xa, ..., 2, plati:
1+ -+ Ty > n
n = i R i ’
Tvrzeni. (AG nerovnost) Pro nezapornd ¢isla x1, xa, ..., z, plati:
1+ T,

> Yri...1,.
n

Nyni uz vime dost, abychom se mohli pustit do feSeni skutec¢nych tloh. Nezapomerite,
7e Jensenova nerovnost plati pro kazdou konvexni (resp. konkévni) funkci, takze
pokud kyzena nerovnost hned napoprvé nevyjde, neni diivod hézet Jensena do zita
— prosté zkuste jinou funkci. Tak hura do toho!

l.]lohy na rozehrati

Uloha 1. Ukaite, 7e pro libovolna redlna &isla a,b € (—1,1) plati

V1—a24+v/1-02<\/4—(a+b)?

Uloha 2. Dokazte, ze pro kladna realna &isla a, b spliujici a + b = 1 plati

+1 2+ b+1 2>25
a+ - - —.
a b - 2

Uloha 3. Dokate, ze pro viechna pifpustna = € R plati

Vr+1++v2x—34++50—3z <12.

Uloha 4. Pro o, 3, v thly v trojihelniku dokaZte nerovnosti
3
(i) sm% —I—smg —|—sm% < 2
3
(ii) cos%+cos§+cos§ < —\[
(ii) tg%+tg§ +tg5 > /3.
Uloha 5. Pro kladné q, b, ¢ dokazte
Y27 (aT + 07 +¢7) > VaT + Vb7 + V.

Uloha 6. Kladné realné &isla z, y spliiuji « + y = 1. Dokazte

T Y 1

+ > .
1+y 1+z = 1422y
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Poradné alohy

Uloha 7. Ukaite, Ze v ostrotihlém trojihelniku plati

a—+b+c>V2bccosa + \/2accos 4 /2abcos .
Uloha 8. Pro kladné a, b, ¢ dokazte

a n b n c S 9
(b+c)2  (c+a)2  (a+b)?2 " 4la+b+c)

Uloha 9. Pro a,b > 0 dokazte

a L b S a+b
VR2+T1  Va?+1 7 Vab+1

(MO 63-111-6)
Uloha 10. Pro realna z1,...,z, > 1 dokazte

1 1
4+ > " .
z1+1 Ty +1 Yoy x, +1
(IMO Shortlist 1998)

Uloha 11. Pro kladné a, b, ¢ dokazte

a L b L c >
VaZ+8bc Vb2 +8ac 2+ 8ab

1.

(IMO 2001)

Karamatova nerovnost

Podobné jako muzeme vazit AG nerovnosti a kdyz nés to prestane bavit, objevime
Muirheadovu nerovnost, tak i v pfipadé Jensenovy nerovnosti existuje zobecnéni,
které se zbavi omezeni, Ze na pravé strané odhadu je jen funkéni hodnota vaze-
ného prumeéru ¢isel. Abychom tuto obecnou verzi nerovnosti mohli snadno popsat,
zavedeme nasledujici znaceni:

Definice 12. Rekneme, Ze kone¢na posloupnost a = (ay,as,...,a,) majorizuje
b= (b1,ba,...,b,) (budeme znacit a > b), kdyz ma nasledujici vlastnosti:
(1) a1 >az > >ap, by > by >--- > by,
(2) agy+as+---+a; >by+by+---+b; pro viechna 1 > i > n,
(3) ar+as+---+ap,=by+ba+ -+ by
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Véta 13. (Karamatova) Necht f je konvexni funkce na intervalu I. Potom pro
libovolna x1,...,%n,Y1,---,Yn € I, Ze x > y plati

fle) 4+ 4 flan) = flyr) +-- -+ fyn)-

Pro konkavni funkci plati obracena nerovnost.

Uloha 14. Dokazte, Ze

1 1 1 1 1 1 9
a++22( + - )2

b ¢ a+b b+c c+a a+b+c

Uloha 15. Pro a,b, ¢ strany trojthelniku dokazte

Va+b—c+vVbtc—a+veta—b<Va+Vo+ e

(APMO 1996)

Zdroje

Sbornikovy piispévek vychézi z prednasky na stejné téma od Davida Hrusky. Zmé-
nou prosly hlavné naro¢néjsi tlohy a byla pfidana sekce o Karamatova nerovnosti
zalozend na A Brief Introduction to Olympiad Inequalities od Evan Chena.
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