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Dlazdéni a obarvovani

ANICKA DOLEZALOVA

ABSTRAKT. Dlazdéni je pokryvani urcité plochy utvary zadaného tvaru. Na pfed-
nasce si ukazeme takové tlohy a podivame se na to, jak se Casto daji feSit pomoci
vhodného obarvovani.

Obarvovani je nazorny a ucinny zpusob, jak vyfesit nékteré kombinatorické tlohy.
V principu rozdélime mnozinu (typicky ¢tvercovou sit) na koneény pocet podmnozin
a pro lepsi predstavu pak jednotlivé ¢asti obarvime riznymi barvami. V typickych
tlohéach se casto objevuje cernobild Sachovnice, ale obcas je potieba vyuzit barev
vice. ReSeni problému obarvovinim je v podstaté t¥ifazové — nejdiive si musime
uvédomit, ze je to obarvovaci uloha, dale vymyslet vhodné rozdéleni na ¢asti a pak
uz zbyva jen okomentovat, pro¢ néco je, nebo neni mozné.

Piiklad. (motivaéni zndmy) Lze pokryt dominovymi kostkami Sachovnici 8 x 8,
které jsme ufizli protéjsi dva rohy?

V prtikladu jsme pouzili pojem domino, pro snazsi praci si zavedeme jesté nékolik
podobnych pojmiu. Objektu, ktery vznikne postupnym spojovanim ctvercu, fikame
polyomino, specidlné polyomino velikosti n, kde n je pocet pouzitych ¢tverct. Pro
n = 1,2,3,4,5 pouzivime pojmy monomino, domino, triomino, tetromino, pento-
mino. Pro kostky tetromina pouzivame oznaceni I, L, O, S, T, coz pfipomina vSech
5 typu kostek. Podobné u triomin mame I a L.

Priklad 1. Je mozno z péti tetromin — od kazdého druhu jednoho — vytvorit
obdélnik?

Priklad 2. Na kazdém poli Sachovnice n x n sedi beruska. Po zaznéni vystielu se
kazda presune na pole, které hranou sousedi s jejim puvodnim mistem. Pro ktera n
mohou byt znovu obsazena vsechna policka?

Piiklad 3. V mfiZce vyberme body A = (0,0), B = (0,1), C = (1,0). V jednom
tahu mtZzeme ve stredové soumérnosti zobrazit bod podle jiného uz oznaceného bodu.
Mutizeme se dostat k poslednimu bodu étverce D = (1,1)?

Piiklad 4. Ctvercovy dort o rozmérech 6 x 6 chceme shora pokrit kousky ¢okolady
2 x 1. Ukazte, ze at plochu vyplnime jakkoli, vzdy mtizeme dort rozkrojit, aniz
bychom kréjeli dvojdilek cokolddy. Naleznéte takové pokryti dortu 5 x 6, ze dort
rozkrojit bez prekrojeni ¢okolady neptjde.
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DLAZDENI A OBARVOVANTI

Priklad 5. Na kazdém policku Sachovnice 9 x 9 sedi berugka. V jeden okamzik
kazda beruska preleze na jedno z policek sousedicich rohem s vychozim. Néktera
policka ztistanou volna. Jaky je nejmensi mozny pocet volnych policek?

Priklad 6. Ukaite, ze Sachovnici 10 x 10 nemtZzeme vyplnit I-tetrominy.
Priklad 7. Dokazte, Ze jestlize ze ¢tverce o velikosti 8 x 8, ktery je obarveny jako
Sachovnice, odebereme libovolné ¢erné a libovolné bilé policko, potom lze zbyvajici
plochu pokryt dominy.

Priklad 8. Miuzeme pokryt Sachovnici o rozmérech 8 x 8 patnacti T-tetrominy a
jednim O-tetrominem?

Priklad 9. Potfebujeme zabalit 53 kostek 1 x 1 x 4 a mame jen krabici 6 x 6 x 6.
Bude nam stacit, nebo musime koupit vétsi?

Piiklad 10. Ufizli jsme jeden roh Sachovnice (2n+ 1) x (2n+1). Pro kterd n
miuzeme plochu pokryt dominovymi kostkami tak, aby polovina z nich byla umisténa
horizontalné?

Priklad 11. Obdélnikova podlaha koupelny je pokryta kachlickami 2 x 2 a 1 x 4.
Jedna dlazdicka se rozbila a od toho druhu uz zadné dalsi nejsou. Dokazte, ze pomoci
druhého typu nejde podlaha opravit, at kachlicky jakkoli preskladame.

Priklad 12. Lze pomoci T-tetromin pokryt ¢tverec o velikosti 10 x 107
Ptiklad 13. Ctverec o velikosti 2" x 2" bez jednoho rohu pokryjte L-triominy.

Piiklad 14. Lze pokryt plochu na obrazku (¢tverec 10 x 10 bez jedné &tvrtiny —
pravy horni roh) I-triominy?

Priklad 15. Ctverec o velikosti 7 x 7 chceme pokryt pomoci 16 I-triomin a jednoho
monomina. Jaka jsou mozna umisténi daného monomina, aby pokryti existovalo?

Priklad 16. Méjme Sachovnici 4 x n, na které nékde stoji kin. Je mozné, aby
prosel celou Sachovnici (tedy kazdé policko navstivil pravé jednou) a pak se vratil
zpét na pocateéni policko?

Literatura a zdroje

[1] Béra Kocidnova: Obarvovdni
[2] Vejtek Musil: Obarvovdni a dlazdéni
[3] Tereza Dvoiakova: Kombinatorické dlohy o pokryvdni
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Komunikace pres nezabezpeceny kanal

FiLip HLASEK

ABSTRAKT. Tento text je volnym pokracovanim mého prispévku 100 veézni a Zd-
rovka. Budeme uvazovat dva subjekty, které se snazi tajné si predat zpravu. Vsechna
jejich komunikace je sice odposlouchavana, ale nastésti jsou informace doruceny v ne-
poruseném stavu.

Jiz nékolik tisicileti se spolu lidé riznymi zptsoby dorozumivaji. Od pocatka
komunikace se pokouseji zpravy zabezpecit tak, aby ji mohl pfijmout pouze pravy
adresat. Jednim z prvnich dimyslnych systému byla Caesarova Sifra, kterd umoznuje
snadno zakddovat posilany text do zdanlivé necitelné podoby a lusténi je témér stejné
jednoduché. Od té doby lidé vymysleli nékolik dimyslnéjsich technik a s pfichodem
pocditac¢t se obor, kterému se dnes fika kryptografie, zacal neuvéfitelnou rychlosti
rozvijet. Pojdme se spoleéné podivat na nékteré zakladni postupy pouzivané v mo-
dernim Sifrovani. Za¢neme zdanlivé nesouvisejici a snadnou hadankou, kterd nam
hravou cestou ukaze dilezité myslenky.

Uloha. Alice a Bob jsou ubytovani ve stejném hotelu v oddélenych mistnostech,
které nemohou opustit. Jedind moznost, jak si mohou néco pfedat, je pomoci poslicka
Evy. Bob chce poslat Alici prstynek, ale boji se, ze by ho Eva mohla ukrast. Oba
milenci maji na svych pokojich nékolik trezord, visacich zamkt a odpovidajicich
kli¢t. Zamcené trezory muzeme povazovat za nedobytné a navic vime, ze Eva celé
trezory nekrade. Jak to maji udélat, aby se prstynek bezpeéné dostal k Alici?

Reseni. Bob ulozi prstynek do trezoru, ktery zamkne visacim zdmkem a posle Alici.
Ta jesté zamkne trezor jednim ze svych zamkti a posle dvakrat zamceny trezor zpatky
Bobovi. Chlapec odemkne sviij zamek, a kdyz Alice obdrzi trezor podruhé, zbyva
na ném pouze jeji zdmek, od kterého méa ona jedind kli¢. Trezor nikdy necestoval
nezamdceny a prstynek se dostal od Boba k Alici. Vyuzili jsme toho, Ze se zamky
nemuseji odemykat ve stejném potadi, v jakém byly zamdceny.

Uloha. Peggy pravé vyftesila sudoku, se kterym si Viktor stale jesté nevi rady.
Zda se mu skoro nefesitelné a viibec Peggy nevéii, Ze feSeni skutetné mé a nikde
neudélala chybu. Jak Peggy Viktora presvédci, Ze jeji feSeni je spravné, aniz by mu
jakkoliv poradila?
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Uloha. Dvanict organizatorti PraSatka se pii chystani soustiedéni bavi o svyjch
studijnich vysledcich. Chtéli by spocitat, kolik za posledni roc¢nik ziskali v prameéru
krediti, ale kazdy se stydi za to, jak malo jich ma. Navrhnéte postup, kterym pri-
mérny pocet zjisti, aniz by nékdo prozradil svij zisk.

Uloha. Indianka Alice a indian Bob jsou nacelnici spFatelenych indidnskych kmenti
zijicich v nedalekych indidnskych vesnicich. Banditka Eva nemé zadné problémy sle-
dovat vSechny jejich zpravy predavané koufovymi signdly pomoci Morseovy abecedy.
Alice s Bobem se to rozhodli zménit a na schiizce se dohodnou na novém zptisobu
predévani zprav pomoci koutovych signalt. Zkuste jim poradit, jak to udélat.

Symetrické Sifry

Symetrické Sifra je takovy Sifrovaci algoritmus, ktery pouziva k Sifrovani i desifrovani
jediny kli¢. Ten musi byt zndmy obéma strandm pied zahdjenim komunikace a je
potfeba si ho pfedem dohodnout jinou cestou. Podstatnou vyhodou symetrickych
sifer je jejich nizkd vypocetni naro¢nost. Mezi nejjednodussi priklady symetrickych
Sifer patfi substitucni, které jsou ovsem v dnes$ni dobé jiz snadno rozlustitelné bez
znalosti kli¢e za pomoci pocitact.

Asymetrické Sifry

Asymetrické Sifrovani se vyznacuje tim, Ze kli¢ sestava ze dvou ¢ésti. Jedna ¢ast se
pouzivé pro Sifrovani zprav (a pfijemce zpravy ani tuto ¢ast nemusi znét), druhd pro
desifrovani (a odesilatel Sifrovanych zprav ji zpravidla neznd). Je vidét, Ze ten, kdo
Sifruje, nemusi s deSifrujicim pfijemcem zpravy sdilet zadné tajemstvi, ¢imz eliminuji
potfebu vymeény kli¢i.

Sifrovaci kli¢ a desifrovaci kli¢ spolu musi byt samoziejmé svazany, avsak nezbyt-
nou podminkou pro uzitecnost Sifry je praktickd nemoznost ze znalosti Sifrovaciho
klice spocitat desifrovaci.

Odkazy

[1] http://www.merkle.com/1974/PuzzlesAsPublished.pdf

[2] http://mathworld.wolfram.com/Diffie-HellmanProtocol.html

[3] https://cs.wikipedia.org/wiki/Kryptografie

[4] http://www.wisdom.weizmann.ac.il/ naor/PAPERS /sudoku.pdf

[5] Simon Singh: The Code Book, http://simonsingh.net/books/the-code-book/



Kvadratické zbytky

DaviD HRUSKA

ABSTRAKT. Prispévek se zabyvad metodou feseni tloh z teorie ¢isel pomoci kvadra-
tickych zbytkt. Uvadi zékladni tvrzeni a obsahuje fadu prevazné snazsich tloh s na-
povédami na procviceni.

Umluva. Budeme pracovat vihradné s celymi &isly.

Mnoho tloh z teorie ¢isel lze vyfesit pomoci jednoduchého faktu, ze druhé (nebo i
vy$si) mocniny dévaji po déleni danym ¢islem jen nékteré zbytky. Nejprve si krétce
pfipomeneme kongruence:

Definice. Skutecnost n | (b — a) zapisujeme a = b (mod n) a éteme ,a je kongru-
entni s b modulo n®.

S kongruencemi se d& pracovat velmi podobné jako s rovnostmi a vyrazné zjed-
nodusuji zapisy tvrzeni o zbytcich.
Tvrzeni. Pokud a =b (mod m) a ¢ =d (mod m), tak plati:
(i) a+ k=b+k (mod m),
(ii) a-k=b-k (mod m),
(iii) a +e¢=b+d (mod m),
(iv) ac = bd (mod m).

A nyni uz k tématu prednasky.

Definice. Rekneme, Ze a je kvadratickym zbytkem modulo n, pokud existuje x
takové, ze 22 = a (mod n). V opaéném piipadé fekneme, Ze a je nezbytek. Podobné
definujeme zbytky kubické i vyssich rada.

Diofantické rovnice

Piiklad. Najdéte vSechna celoéiselné feseni rovnice 22 — 12y = 2.

Reseni. Podivame-li se na rovnici modulo 4, vidime, Ze ma platit 22 =2 (mod 4).
Takovy zbytek ale 22 nemfize mit, o éemz se diky vlastnostem kongruence presvéd-
¢ime dosazenim za x Cisel 0 az 3. Rovnice tedy nemé zadné feseni.
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KVADRATICKE ZBYTKY

Jak uz bylo fefeno, podobnym postupem, tedy uvazenim tlohy modulo vhodné
¢islo a rozebranim pfipadit, lze vyfesSit fada tloh. Ono vhodné ¢islo se vétsinou
snazime volit tak, aby jednak situaci zjednodusilo a jednak aby pro néj existovalo co
nejméné kvadratickych zbytki. To ospravedliuje volbu n = 4 z minulého ptikladu.
Dalsi uziteénou hodnotou byva n = 8 (0, 1, 4). Pro kubické zbytky se vyplati zkusit
n =17 (zbytky 0, 1, 6) ¢in =9 (0, 1, 8).

Lemma. (Pocet kvadratickych zbytkt) Necht p je liché prvocislo. Pak mezi ¢isly

1,2,...,p—1 je pravé % kvadratickych zbytkit modulo p a stejné tolik nezbytku.

Priklady

P¥iklad 1. Dokazte, Ze pokud 7 | a? + b2, pak 7 | a a 7 | b. Dokaite, Ze obdobné
tvrzeni pro pétku neplati.

Priklad 2. Dokazte, Ze ¢isla tvaru 4k + 3 nejdou zapsat jako soucet dvou ¢tverci.

P¥iklad 3. Dokaz, ze rovnice 722 + 5y + 14 = 0 nem4 celoéiselné feseni.

Priklad 4. Bétka si mysli t¥isetciferné ¢islo, které se skladé ze sta nul, sta jedicek
a sta dvojek, pfiCemz prvni cifra neni nula. Muze byt Bét¢ino ¢islo ¢tverec?
(MKS 29-2-4)

Piiklad 5. Najdéte viechna feSeni rovnice 1! + 2! + - -- + n! = z2.
Priklad 6. Vyieste v Z rovnici 322 = y? + 2.

Piiklad 7. Mé&jme 22 4+ y? = 22. Dokazte, Ze hodnota alespoii jedné z neznamych
x, y, z je délitelnd tfemi a alespon jedna ¢tyfmi.

Piiklad 8. Mgéjme &isla z, y, 2 takova, ze 2° + ¢ = 23. Dokazte, Ze alespoii jedno
z nich je délitelné sedmi.

Priiklad 9. Dokazte, Ze soucet t¥i, étyT, péti ani Sesti ¢tverci po sobé jdoucich ¢isel
neni ctverec.

Ptiklad 10. Dokazte, Ze kongruence a? + b*> = k (mod p) méa feseni pro kazdé
prvocislo p.

Priklad 11. Lagrangeova véta o Ctyfech Gtvercich tvrdi, Ze kazdé ¢islo lze zapsat
jako soucet nejvyse ¢tyt druhych mocnin. Dokazte, ze t¥i by nestacily.

Kvadratické zbytky modulo p

Tvrzeni. Prvodislo p je tvaru 4k + 1, pravé kdyz je —1 kvadraticky zbytek modulo
p.

Tvrzeni. (té781) Prvocislo p je tvaru 4k + 1, pravé kdyz lze zapsat jako soucet
dvou ctverci.



DAVID HRUSKA

Definice. Necht p je liché prvodislo a a € Z, pak definujeme Legendretiv symbol
(%) nasledovné:

0 propla
a

<) =< +1 pokud a je kvadratickym zbytkem a pta

p
—1 pokud a neni kvadratickym zbytkem

Tvrzeni. Pro Legendretiv symbol plati

(Z) =a"7 (mod p).

Priiklad. Dokazte, Ze soucin zbytku je zbytek, soucin nezbytku je zbytek a soucin
zbytku a nezbytku je nezbytek.

Piiklad. Dokazte, Ze tvrzeni p | a®> + > = p | a Ap | b, kde p je prvoéislo, plati
pravé tehdy, kdyz p = 3 (mod 4).

Tim pohadka o kvadratickych zbytcich zdaleka nekonéi, jejim zlatym hiebem je

Zikon kvadraticke reciprocity, ktery umoznuje pro p,q prvocisla spocitat (%) ze

znalosti (%) Pro vice informaci doporucuji seridl o teorii ¢isel z 33. ro¢niku ¢

prispévky z PraSe¢i knihovnicky.
My se ale radéji podivame jesté na néjaké priklady.
TéZzsi priklady

Piiklad 12. Najdéte viechna FeSeni rovnice n! + 5 = 3.

Priklad 13. Dokazte, ze pokud dva ¢tverce jdou zapsat jako 4z — 3y a 4y + 3x,
kde x, y jsou pfirozend Cisla, pak jsou oba dva délitelné péti. (MKS 29-2-7)
Priklad 14. Méjme mnozinu ¢yt éisel {2,5,13,d}, kde d € N, d # 2,5,13. Do-
kazte, ze si umime zvolit dvé rtizna ¢isla a, b z této mnoziny takova, ze ab— 1 nebude
Ctverec. (IMO 1986)



KVADRATICKE ZBYTKY

Navody

1. Rozeberte moznosti na zbytky modulo 7.

2. Modulo 4.

3. Modulo 5.

5. Modulo 5 pro n > 5.

6. Vezméte nejmensi nenulové feSeni x, dokazte, Ze je prava strana délitelna tfemi

a pokratte.

7. Modulo 3 a 4.

8. Kubické zbytky modulo 7.

9. Modulo 3, 4, 4 a 4.

10. Kolika riznych hodnot modulo p nabyvaji obé strany?
11. Tfeba 800000007 :-)

11. Pouzijte Eulerovo kritérium.

11. Kdy je —1 kvadraticky zbytek modulo prvocislo?
12. Kubické zbytky modulo 7.

13. Vyuwzjte faktu 2(4x — 3y) = 4y + 3z (mod 5).
14. Vyzkousejte moznosti modulo 16.

Zdroje

Chtél bych podékovat Lukdsi Zavrelovi, jehoz starsi prispévek jsem z velké casti
prevzal.
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Nebojime se geometrie

DaviD HRUSKA

ABSTRAKT. V tvodu prispévku je uvedeno nékolik znamych tloh, jejichz feseni ilu-
struje zakladni techniky rovinné geometrie, jako jsou napiiklad tihleni nebo mocnost.
Zbytek tvori pseudondhodny vybér péknych geometrickych tloh rtznych obtiZznosti,
na jejichz feSeni nejsou potieba hluboké znalosti.

Nejprve si svizné projedeme nékolik typickych ,provart“, které je dobré znat,
a pak se pustime do feSeni vesmés ndhodnych tloh. Budeme se snazit tilohy nejen
vyfesit, ale i uvédomit si, pro¢ nase feseni vede zrovna touto cestou. Ulohy nejsou
fazeny podle obtiznosti.

Vyzva. Kreslete si (co nejhezéi) obrazky! Casto je daleko t&zsi piijit na to, co
v obrazku plati, nez to pak dokazat.

Y4

Zakladni vzdélani

Tvrzeni. (Mocnost) Dokazte, Ze spojnice prisecikt dvou protinajicich se kruznic
puli jejich spole¢nou tecnu (jakozto tisecku danou body dotyku).

Tvrzeni. (Bod S) Je dan trojithelnik ABC'. Priisecik S, osy vnitiniho tthlu u A
a osy BC' lezi na kruznici opsané a je stiedem kruznice BICE,, kde I a E, jsou
postupné vepsisté a A-piipsiSté.

Tvrzeni. (Shooting lemma) Je ddna tétiva BC' kruznice k a stied jejitho oblouku
S, Jim prochazejici pfimky p, q protnou pfimku BC' a kruznici k ve ¢tyiech bodech
lezicich na jedné kruznici.

Tvrzeni. (Equal tangents) Body dotyku kruZnice vepsané a pripsané se stranou
trojihelnika jsou symetrické podle jejiho stfedu.

Kolik aloh date?

Uloha 1. Vnéj§i spolecné teény dvou neprotinajicich se kruznic se jich dotykaji
ve vrcholech rovnoramenného lichobézniku. Dokazte, Ze jeho uhlopficka vytind na
obou kruznicich stejné dlouhé tétivy.
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Uloha 2. Mgéjme trojuhelnik ABC s obvodem 4. Na poloptimkich AB a AC
ozna¢me postupné body X, Y tak, Ze |AX| = |AY| = 1 a tsetky BC a XY se
protinaji v bodé M. Dokazte, Ze alesponi jeden z trojuhelniki ABM, ACM ma
obvod 2.

Uloha 3. Necht ABC je ostrouhly trojthelnik. Na straniach AB a AC zvolime
po fadé body M, N. Kruznice s pruméry BN a C'M se protinaji v bodech P a Q.
Dokazte, ze body P, @ a ortocentrum H trojuhelnika ABC lezi na pfimce.

(KMS 2003)

Uloha 4. Dokaite, Ze kolmisté je stfedem kruznice vepsané trojihelniku s vrcholy
v patach vysek.

Uloha 5. Necht L je libovolny vnitini bod kratsiho oblouku C'D kruznice opsané
étverci ABC'D. Ozna¢me K pruse¢ik piimek AL a CD, M prusecik piimek AD a
CL a N prusecik pfimek MK a BC. Dokazte, ze body B, L, M, N lezi na téze
kruznici. (MO 53-111-4)

Uloha 6. Ve étverci ABCD oznaéme M stied strany AB. Kolmice na MC pro-
chazejici bodem M protina stranu AD v bodé K. Ukazte, ze |[<BCM| = |[<KCM|.

Uloha 7. V trojihelniku ABC se vepsand kruznice dotyka strany BC' v bodé D.
Pfimka S, D protne opsanou v bodé X. Dokazte, ze |<IX A| = 90°, kde I je vepsisté
trojuhelnika ABC'.

Uloha 8. Na strané BC daného ostrotihlého trojuhelniku ABC' lez body P a
Q tak, Ze |[<PAB| = |<BCA| a |<CAQ| = |<ABC|. Body M a N lezi po fadé na
pfimkach AP a AQ, pficemZ bod P je stfedem tisecky AM a bod @ je stfedem tisecky
AN. Dokazte, ze piimky BM a C'N se protinaji na kruznici opsané trojihelniku
ABC. (IMO 2014)
Uloha 9. Na strané BC ostrouhlého trojihelnika ABC s kolmistem H je dan
bod D. Kolmice na DH vedena bodem H protne strany AB, AC v bodech F, F.
Dokazte, ze
|BD|  |FH]
|DC|  |HE|
(Polsko)

Uloha 10. Uhlopiicky tétivového étyfthelnika ABCD se protinaji v bodé P.
Ozna¢me K, L paty kolmic z P na AB, C'D a déale bud M stied strany AD. Dokazte,
7e |IMK| = |ML]. (USA TST 2000)
Uloha 11. Ve étyfahelniku ABCD svira spojnice stiedu stran BC' a AD stejné
thly s obéma thloprickami. Dokazte, ze tyto thlopficky jsou stejné dlouhé.

(ARO 1990)
Uloha 12. V trojahelniku ABC oznaéme A patu visky z vrcholu A. Ukazte, Ze
paty kolmic vedenych z bodu Ag na zbylé strany trojuhelnika a zbylé vysky lezi
v pfimce.
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Uloha 13. Uhlopiicky AC a BD tétivového ¢tytiihelnika ABCD se protinaji v P.
Stiedy kruznic opsanych ABCD, ABP, BCP, CDP a DAP ozna¢me postupné O,
01, Oz, O3 a Oy4. Ukazte, ze OP, 0103 a O304 prochéazeji jednim bodem.

Uloha 14. V trojthelniku ABC plati |[<BAC| = 120°. Ozna¢me D, E a F pri-
seéiky os thlu se stranami BC, AB, AC. Dokazte, ze |<EDF| = 90°.

Uloha 15. Na strané AB pravouhlého lichob&zniku ABCD (AD || BC 1 AB)
zvolime bod X tak, aby <CX D byl pravy. Dokazte, ze se kolmice na C'X skrz B a
kolmice na DX skrz A protinaji na C'D.

Navody

1. Dokreselete chordalu kruznic.

2. Dokreslete pripsanou kruznici k ABC a kruznici se stfedem v A a nulovym
polomérem.

3. Thaletovka a mocnost.

4. Vythlete.

5. Vyuhlete. Lépe se prenasi ty thly, které maji na kruznici opsané ctverci svoji
tétivu.

6. Najdéte tétivak.

7. Dokazte <S,ID = <1S, X1. Pouzijte vlastnosti bodu S a Shooting lemma.

8. Dokreslete sttedy AB a AC a téznicemi vyrobte podobné trojuhelniky

9. Na polopfimku BH naneste X, aby |BH|/|HX| = |BD|/|DC]|, a odhalte kol-
misté.

10. Stredy PA a PD, jakozto stfedy pfepon pravouhlych trojuhelnikt, vibec
nejsou Spatné body.

11. Dokreslete stied AB.

12. Vyuhlete, ze tfi z danych boda lezi v pfimce.

13. Odhalte rovnobézniky a dokazte, Ze tam opravdu jsou.

14. Cim je E vadi ADC?

15. Vyuzijte obdélnik a jen ovéfte néjaky pomeér.
Zdroje

[1] Pepa Tkadlec: Dokreslovani, Horni Lyseéiny, 2013

Dale jsem cCerpal z riznych soutézi.
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Magické Ctverce

BARrRA KOCIANOVA

ABSTRAKT. Prispévek se zabyva magickymi ¢tverci, které patii spiSe do rekreaéni
matematiky. Popisuje jejich zakladni vlastnosti, uvadi zajimavosti z historie a na zaveér
podava navod, jak vytvorit magicky ctverec lichého Fadu.

Definice. Mgjme ¢tvercovou miizku n X n. Pokud se nam podafi vyplnit ji po sobé
jdoucimi ¢isly tak, aby soucet ¢isel v fadcich, sloupcich i na hlavnich diagonalach byl
stejny, nazveme vysledek magickym ctvercem. Poctu fadkt n fikdme 7dd magického
Ctverce, souctu ¢isel v fadku pak magickd konstanta.

Poznamka. At ke vSem ¢&islim v magickém étverci pri¢teme libovolnou konstantu,
budou se soucty v radcich, sloupcich a diagonaldch i nadéle rovnat. Totéz plati
o vynasobeni stejnym c¢islem. Proto se budeme bavit pouze o magickych ¢tvercich
obsahujicich ¢sla od 1 do n2.

Cviceni. Jak se obecné spocitd magickd konstanta?

Kolik jich je?

Magicky ctverec prvniho fadu je jeden, a je naprosto nezajimavy. Druhého fadu
nelze vytvorit, protoze mezi ¢isly od jedné do ¢tyt jsou jen dvé dvojice Cisel, jejichz
soucet je pét. To je magicka konstanta pro n = 2, nebot n(n? +1)/2 = 10/2.

Ctverec 3 x 3 existuje pouze jeden. VSechny ostatni jsou jen variacemi, které
vzniknou otocenim nebo prevracenim podél néjaké osy symetrie.

Cvicéeni. Pro¢ neni ¢tverct 3 x 3 vice?

7Zni to jako malo? Magickych ¢tverci fadu ¢tyfi uz je 880. Pfisel na to v roce 1693
Bernard Frénicle de Bessy a dokonce je i vSechny sestrojil, nicéné prvni analyticky
diikaz tohoto poétu vznikl az v roce 1982. Ctvercti 5x 5 je 275305224, coz je poznatek
z roku 1974, a pro fad 6 to jesté ani nikdo nespocital.
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Pro¢ magické?

Pravdépodobné se ¢tverctim popsanych vlastnosti fikd magické ze dvou duvoda.
Prvnim je krasa stejnych souc¢tt a nékteré dalsi vlastnosti, které se daji ve ¢tvercich
objevit. Tim druhym a moznéa dtlezitéjSim je pak skutecnost, Ze magické ctverce
se Casto objevovaly na nejriznéjSich amuletech a talismanech, kterym mély zajistit
éarovnou moc.

Magické ¢tverce jsou znamé uz velmi dlouho, podle nékterych zdroji to jsou
dokonce nejstarsi matematické objekty uvedené v literatufe. Udajné to bylo v knize
Zhuang Zi, kterd pochazi zhruba ze ctvrtého stoleti pf. n. I. Zminuje i legendu
vysvétlujici, jak se magicky ¢tverec fadu tii v Ciné objevil.

Cisaf Ji zvany Velky se pry za své vlady potykal s mnoha povodnémi, a proto
budoval hraze a prehrady. Kdyz jednou stal u feky Luo, vynoftila se z ni Zelva, ktera
méla na krunyti obrazec pozdéji nazvany Luoshu. A to byl pravé magicky Ctverec,
jen misto Cisel vyuzival odpovidajici pocty tecek.

419
3|9
8|1

Ctverce v uméni i na $achovnici

Nejen matematiky magické ¢tverce fascinovaly — napiiklad némecky vytvarnik Al-
brecht Diirer v roce 1514 vytvoril rytinu zndmou pod nédzvem Melancholia I., v jejimz
pravém hornim rohu se nachazi magicky ¢tverec ¢tvrtého fadu. Zajimavéa jsou na ni
hlavné ¢isla 15 a 14 umisténd vedle sebe uprostied v poslednim fadku, ktera odpo-
vidaji pravé roku vzniku.

16 | 3 2 113
10 | 11 | 8
6 7| 12
15|14 | 1

Dalsi ¢iselny ¢tverec fadu Ctyfi je na fasddé barcelonské katedrily Sagrada Fami-
lia. Ten ale neobsahuje ¢isla po sobé jdouci. Od ¢tyT Cisel totiz autor odecetl jednicku,
aby snizil magickou konstantu ze 34 na 33, Kristuv vék pti ukfizovani.

Americky statnik, zakladatel druhé nejstarsi univerzity v USA a vyndlezce hro-
mosvodu Benjamin Franklin umél doplnit ¢isla do magického ¢tverce rozumné ve-
likosti stejné rychle, jako by je jen psal. S tim se v8ak nespokojil, nebot to pry
povazoval za docela b&Znou schopnost, a tak vymyslel ¢tverec 8 x 8 (a pozdéji i
16 x 16) spliujici fadu dalsich vlastnosti.
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Napriklad polovina kazdého fadku a sloupce dava soucet 130, coz je polovina
magické konstanty. Mizete v ném zkusit najit i dalsi zajimavosti:

92 | 61 | 4 | 13 | 20| 29| 36 | 45
14| 3 | 62| 51 | 46 | 35| 30 | 19
53 1 60 | 5 | 12 | 21 | 28 | 37 | 44
11| 6 | 89 | 54 | 43 | 38 | 27 | 22
55 | 88 | 7 | 10 | 23 | 26 | 39 | 42
9 8 | 57 | 56 | 41 | 40 | 25 | 24
50 | 63 | 2 | 16 | 18 | 31 | 34 | 47
16 | 1 | 64|49 | 48 | 33 | 32 | 17

S magickymi ¢tverci si samoziejmé hrali i vyznamni matematici. Leonhard Eu-
ler si okolo roku 1759, kdyz uz byl docela slepy, lamal hlavu nad tim, jestli mize
Sachovy kun preskakat viechna pole Sachovnice. Reseni nalezl, a navic piisel na to,
ze pokud do kazdého pole vepiseme poradi, v jakém na néj kun doskace, dostaneme
polomagicky ¢tverec Yadu osm. To znamenad, Ze soucty na diagonaldch neodpovidaji
tém v fadcich a sloupcich.

Od té doby si matematici kladli otazku, jestli neexistuje i néjaka magicka cesta
koné po Sachovnici. Odpovéd jim dal az pocita¢ v roce 2003, kdy nasSel vSechny
mozné cesty, z nichz bylo 140 polomagickych, ale magicky ¢tverec netvorila zadna.

1 |48 31|50 1| 33| 16| 63 | 18
30 | 51 [ 46 | 3 | 62| 19| 14| 35
47 | 2 | 49| 32| 15| 34 | 17 | 64
52 | 29 | 4 | 45| 20 | 61 | 36 | 13

5 | 44| 25| 56| 9 | 40 | 21 | 60
28 | 53 | 8 | 41 | 24 | 57 | 12 | 37
43 | 6 | 55 | 26 | 39 | 10 | 59 | 22
94 | 27 | 42 | 7 | 58 | 23 | 38 | 11

Vytvoreni magického Ctverce

Staif Ciané hledali magické ¢tverce prostym napsanim ¢isel (shora doltt a zprava
doleva, jak méli ve zvyku) a naslednym prohazovanim rohti, fadkd, sloupct, dokud
vsSude nevysel spravny soucet. Pro ¢tverec 3 X 3 to je snadné, nicméné u vétsich uz
to muselo trvat docela dlouho.

Postupné byly objeveny rtizné elegantnéjsi metody, ta nejznaméjsi pro Ctverce
lichého faddu pochazi ze 17. stoleti, nese nazev Siamské a je pry vytvorem francouz-
ského velvyslance v Siamu, Simona de la Loubeére. Pro ¢tverce sudych radu existuje
zvl45t metoda pro fady tvaru 4k a 4k + 2, nicméné ani jedna neni tak snadni a
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kouzelna, proto je vynechame.

Siamska metoda zac¢ind napsanim jednicky do prostfedniho pole prvniho Fadku.
Dale se vzdy podivame o jedno pole nahoru a doprava, pfi¢emz pokud uteCeme
z tabulky, vratime se do ni na druhé strané. Tedy fadek o jeden vysSe nez prvni je
posledni, sloupec za poslednim je prvni atd. Pokud je toto pole volné, dopiSeme na
néj nasledujici ¢islo. Pokud uz je zabrané, napiSeme pristi ¢islo o fadek niz. Nejlépe
se postup pochopi z nasledujiciho ¢tverce:

17 | 24 1 8 15

16 | 23

SY—T—

22 4 13 | 20 | 22

3 110 12 | 19 | 21 3

l
9 | 11| 18] 25| 2| 9

15 17 24 1 8

Cvicéeni. Pro¢ uvedend metoda vytvori magicky Gtverec?

Reseni. Stadi si rozmyslet, ze v kazdém fadku, sloupci i diagonale budou vzdy ¢isla
s n ruznymi zbytky po déleni n a s n riznymi celymi ¢astmi po déleni n. Dilezité
je, ze thybny manévr délame po n krocich a ¢islo nk + 1 napiseme o dva fadky niz
a o jeden sloupec doleva oproti ¢islu n(k — 1) + 1, kde k znaéi poradi vypliiované
diagonaly.

Cviceni. Zduvodnéte, pro¢ podobna metoda nefunguje pro ¢tverce sudého radu.
Reseni. Protoze vypliiujeme é&isla po ldmanych diagonalach, musi byt na hlavni
diagonale vedouci z levého dolniho do pravého horniho rohu n po sobé jdoucich
Cisel, ktera davaji spravny soucet. Takovym budeme pro tuto chvili fikat diagondins.

Ovéifme, jestli je soudet ¢isel (n? —n)/2 +1, ... ,(n? —n)/2 + n roven magické
konstante:
n?—n n2—n nn+1) nnw2+1)
. 14+ =n- =
A E e 2

Vyraz napravo je vzorecek pro vypocet magické konstanty. Vidime tedy, ze jsme
nasli diagonalni ¢isla, ackoli nevime, kam na hlavni diagonalu méame nejmensi z nich
umistit.

Dale zjistime, kolik ¢isel je pied témi diagonalnimi. Je jich (n? —n)/2+1—1=
n(n — 1)/2. Véimneme si, ze pro sudé n tento vyraz neni délitelny n. Cislo n — 1 je
totiz nutné liché a dvojka ze jmenovatele se zkrati s n.
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Prvnich (n? — n)/2 ¢&isel tedy nevyplni cely pocet lamanych diagonél, proto na
hlavni diagonale nemtize byt nejmensim ¢islem (n? —n)/2+1, a tudiz ¢isla na hlavni
diagonale nedavaji spravny soucet.

Literatura a zdroje

[1] Swetz, J., F.; Legacy of the Luoshu
[2] Polasek M.; Latinské a magické étverce, is.muni.cz/th/211209/prif_-m/
[3] Roskovec, T.; Magické ¢tverce, mks.mff.cuni.cz/library/
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Goniometrie pomoci komplexnich cisel

MATEJ KONECNY

ABSTRAKT. Pokrocila prednaska o vyuziti komplexnich ¢isel k FeSeni goniometric-
kych tloh. Ukazeme si, jak vyjadrit goniometrické funkce pomoci exponencidlniho
tvaru komplexnich ¢isel a jak tim prevést goniometrickou tlohu na tlohu algebraic-
kou. Je potfeba védét néco o goniometrii, o komplexnich ¢islech, mit dobrou praxi
s Upravou vyrazl a umét pracovat s aritmetickymi a geometrickymi fadami a notaci
sumy a produktu.

Komplexni Cisla a jejich exponencialni tvar
Plati, Ze €' = cosz + isin x. Potom miizeme kazdé komplexni é&islo z, jehoZ gonio-
metricky tvar je z = |z|(cos ¢ + isin ), zapsat zkracené jako z = |z| - €%¢.
Zékladni vzorce
Méme

e =cosx +isinzx,

e =cosz —isinz.

Sectenim, respektive odectenim téchto dvou rovnosti mizeme vyjadrit
sinz = — (e — e_”) ,
cosz == (e +e ).

Pokud oznac¢ime z = e**, mame



GONIOMETRIE POMOCI KOMPLEXNICH CISEL

Rozumime si?

cos(kx).
e

Cvi€eni. Odvodte sin(kz),
Reseni. Vime, ze siny = 3-(e” — e~"). Dosazenim y = kz dostaneme

Sln(l{x) — % (eikw _ e—ikw)
= 5 ("= ")
=5 =Y

U cos(kx) postupujeme analogicky.
Cviceni. Dokaite sin®z + cos?z = 1.
Cviceni. Vyjadrete tanx, cot x v zavislosti na z.

Cvicéeni. Dokazte platnost sou¢tovych vzorci pro sinx, cos x.

Brnkacka

Uloha 1. Vyieste cosx + cos 2x + cos 3z = sinz + sin 2z + sin 3z.

Uloha 2. Nechf a, 3,7 € R jsou takova, 7e sina + sin 3 + siny = cosa + cos 3 +
cos~y = 0. Dokazte:

(i) 3cos(a+ B8+ 7) = cos(3a) 4 cos(353) + cos(3y)
(ii) 3sin(a + B+ ) = sin(3«) + sin(35) + sin(37)

Uloha 3. Zjednoduste:
H cos 28z,
k=0

Uloha 4. Zjednoduste:

n
E coskx.
k=1
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Odmocniny z jednicky

Necht 9 = 2% a z = e, Potom 2" = 1.

Lemma (UZite¢né). Méjme libovolné n € N a ozna¢me n-ty primitivni kofen
jednicky jako w (tedy w™ = 1 a zdroveri Ym € Nym < n : w™ # 1). Potom pro
libovolné x € R plati

Idea dikazu. Predstavme si to jako polynom v x a porovnejme kofeny.
Uloha 5. Najdéte 2 cos 72°.
Reseni. 72° = 2%, Oznacme z = e, Potom 25 — 1 = 0, ale protoze ziejmé z # 1,
mame
A4 4+224z241=0.

2

My chceme najit t = z + % Vydélime-li rovnost 2 a preuspoiadame, dostaneme

(242724 (z2+271)+1 =0, tedy (t* —2)+t+1 = 0, coz znamena, ze t = 7—1‘;\/5
(druhy kofen je zaporny, zatimco 2 cos 72° > 0).

Uloha 6. Zjednoduste
1007

k
Z cog2014 [ FT
1007
k=1
(HMMT 2014)
Uloha 7. Dokaite, %e pro viechna n € N plati

T . km
2 kl:[lsm 1 =v2n+1.

(ISL)
Uloha 8. Necht z = 7. Zjistéte ciselnou hodnotu tan x tan 2z tan 3.

Uloha 9. Ukazte, ze
90

Z 2k sin 2k° = 90 cot 1°.
k=1

(USAMO 1996, Mysmas 2015)
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Trojahelniky
V nésledujicich sekcich se trojuhelnik bude vzdy! jmenovat ABC s piislusnymi tihly
a, f a . Délky stran budeme znacit |BC|, |CA| a |AB|, obsah S (pfipadné Sapc),
polomér kruznice opsané R a kruznice vepsané r. V fesenich budeme znacit a = '
b a c analogicky (pozor, nezaménit za délky stran).
Trojahelniky pro zacatecniky

Nejprve si ukazeme tulohy, kde se vyskytuji pouze goniometrické funkce s tthly v troj-
thelniku. Jediné, co k tomu potfebujeme védét, je, ze o + 8 + v = 7. Potom totiz

abe = e'@ePelt = lathty) — oim — 1,
Uloha 10. Ukaite, Ze v trojihelniku ABC plati
cos® o+ coszﬂ + 00527 4+ 2cosacosScosy = 1.

Reseni. Ptevedeme do komplexnich ¢isel a vynasobime ¢tyfmi. Uloha je pak ekvi-
valentni s

R RC RADICHICE R

To upravime na

S (1 a? x @, e
4= (a’+a +2)+abc+abc+§<c+ab>.

cyc

Pomoci abc = —1 to prevedeme na
0= Y (),
cyc cyc

coz plati.

Uloha 11. Dokazte, Ze v trojuhelniku ABC plati

cot awcot B + cot B coty + cotycot aw = 1.

1A% na koneény poéet piipadi.
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Uloha 12. Dokazte, ze pokud v trojihelniku ABC plati
sin® a + sin? 8 + sin? v = 2,

pak je ABC pravouhly.
Uloha 13. Bud ABC trojthelnik, v némz plati

cos3a + cos 383 + cos3y = 1.
Dokazte, Ze jeden z thli «, 3, 7y je roven 120°. (AIME)

Trojahelniky pro drsiidaky

V olympiadnich tlohach se obvykle vyskytuji i néjaké negoniometrické véci jako
napiiklad délky stran, obsahy nebo poloméry kruznice vepsané ¢i opsané. Ukazeme
si vzorecky, pomoci nichz si vSechny tyto parametry vyjadiime v zavislosti na R.
ProtoZe jsou v R z principu v8echny identity homogenni (jsou invariantni vzhledem
ke zvétSovani), vSechna R se ndm nakonec vykrati a zbyde ndm k dokazani pouze
goniometricka identita.

1) Podle sinové véty je |BC| = 2Rsin« (a cyklicky).
2) S =2RZ%sinasin Bsiny.

B 25

~ |BC|+|AC| + |AB|’

3b) r= 4Rsin%sin§sin%.

Uloha 14. Dokaite, Ze

3a) r

> IBC[*cos (8 — ) = 3|AB| - |BC| - |CA.
cyce
Uloha 15. Dokazte identitu 3b).

Uloha 16. Dokaite, Ze ostrothly trojihelnik ABC je rovnoramenny pravé tehdy,
kdyz
|AB| + |BC| + |CA]

|BC|cos 3+ |AC|cosy + |AB|cosa =

2
Uloha 17. Dokaite, Ze v libovolném trojihelniku ABC' plati
a-b = tan — 5 sml
a+b 2 2
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Navody

1. Zkuste tu goniometrii pfevést do komplexnich cisel.

2. z4+y+z=0=2%+93+ 2% =3zy2

3. Vynésobte to z — 2z~ 1.

4. Geometricka rada.

6. Pouzijte binomickou vétu a pak prohodte pofadi vnofenych sum.

7. Umocnéte na druhou, na levé strané vyuzijte sinz = sin(m — z) a pak uziteéné
lemma.

8. Nemate Sanci, zeptejte se mé na feSeni. Fakt to chcete zkusit? Dobfe:

sin7z = 0 < (cos Tz + isin7z) = 0,

pouzijte Moivreovu vétu a Vietovy vztahy.

9.

11.
12.
13.
14.
15.
16.

17.

Vynésobte to z — 2z~ 1.

Vynésobte spolecnym jmenovatelem a pak ob€ strany roznasobte.

ABC je pravouhly pravé tehdy, kdyz i € {a,b, c}.

120° € {a,b,c} & (a®*—1) (b®* —1) (3 —1) =0.

Nebojte se roznéasobit, vyjde to symetricky.

Definujte /z pro z = €¢ jako \/z = €2 (funguje pouze pro 0 < ¢ < 27).
ABC je rovnoramenny, pokud

(14B| — |BCI) (1BC] — [CA) (ICA| - |AB]) = o,

Drsnaci nepouzivaji hinty.

Zdroj

[1] Vincent Huang: Complex Numbers in Trigonometry

http://www.artofproblemsolving.com/community/c13188h609795
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MATEJ KONECNY

ABSTRAKT. I kdyz MO-P znamenad Matematickd olympiada, kategorie programo-
vani, k jejimu (ispésnému) FeSeni neni tfeba umét programovat. Kazdé kolo je alespori
z Casti teoretické, pricemz teoretické ulohy jsou rozhodné blize llohdm z matematické
olympiady nez néjaké préaci s pocitacem. Na prednésce si ukazeme, jak se dostat do
celostatka MO-P jen s minimem préace.

Uvod

MO-P se v poslednich letech potyka s nedostatkem fFesitelt, coz také znamend, Ze je
velmi jednoduché dostat se z domaciho kola do krajského a z krajského do celostat-
niho. Napiiklad ve skolnim roce 2013/14 stacilo pro postup z doméciho kola 5 bodi
ze 40 a pro postup z krajského kola 15 bodt ze 40. Nenaucime se, jak MO-P vyhrat
ani jak vyfesit alohy optimalné. Naucime se pouze, jak vyresit ilohy néjak, coz pro
postup do celostatka staci.

Uloha 1. Dostaneme ¢islo a nékolik operaci s nim (napf. +2, -6, —100, !, 4, ...) a

chceme najit takovou posloupnost téchto operaci (operace se vyhodnocuji postupné
zleva doprava), aby byl vysledek co nejvétsi.

Uloha 2. Mame posloupnost &isel a chceme najit takovou souvislou podposloup-
nost, aby méla co nejvétsi soucet.

Uloha 3. Chceme vykrast zlatnictvi. Kazdy pfedmét ve zlatnictvi ma cenu a véhu.
My uneseme jenom m a chceme si vzit takové predméty, abychom si odnesli co
nejvétsi bohatstvi.

Uloha 4. (Bonus) Mame posloupnost ¢isel a chceme je sefadit od nejmensiho po
nejvetsi.

25



MOP

Co to vlastné je programovani? O ¢em ulohy jsou?

Citat. Napsal jsem tam, ze vyzkousime vSechny moznosti ve faktorialové slozitosti,
a dostal jsem se na celostatko.
(Totoznost autora vyroku je redakci znama.)

Definice (vagni). Program je posloupnost krok, ma vstup a vystup. Vstup je
tfeba ¢islo, nékolik ¢isel, néjaky text, graf atd. V programu mizete pouzivat pro-
ménné, konstanty, zakladni aritmetické operace a prifazovani. Navic mizete pouzivat
podminky (pokud je tohle pravda, udélej a, jinak b) a cykly (dokud je tohle pravda,
délej a).

Priklad 5.

. Nacti ¢isla a, b.

. Nastav ¢ := 0.

. Dokud b > 0:
Nastav ¢ :=c+ a.
Sniz b o 1.

. Vrat c.

DU W

Priklad 6.

. Nacti posloupnost ¢isel a[i] dlouhou n.
. Nastav b := —o0.
. Pro kazdé i od 1 do n:
Pokud afi] > b:
Nastav b := ali].
. Vrat b.

DU W

Priklad 7.

. Nacti posloupnost ¢isel a[i] dlouhou n.

. Pro kazdé i od 1 do n:

Ozna¢ j pozici minima z prvka alé], ..., a[n].
Prohod ali] s a[j].

. Vrat posloupnost afi].

CU o b
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Slozitost

U tloh je t¥eba urcit ¢asovou a pamétovou slozitost. Casové sloZitost znamena, kolik
Ffadove operaci program provede v zavislosti na velikosti vstupu. Pamétova slozitost
znamend, kolik fadoveé zabere paméti v zavislosti na velikosti vstupu. Velikost vstupu
je typicky tfeba pocet cisel néjaké posloupnosti ¢i pocet vrcholi a hran néjakého
grafu.

Zajimé nas pouze, ,jak rychle ta ¢asova slozitost roste“, tzn. provede-li program
napiiklad 3n? — n + 6 kroki, chceme jen, Ze to roste fadové jako n?. Potom Fikame,
7e Gasova slozitost programu je v O(n?).

Odkazy

[1] KSP Kuchaika:
http://ksp.mff.cuni.cz/encyklopedie/kucharky/programatorske-kucharky.html

[2] Stranky MO-P: http://mo.mff.cuni.cz/p/
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Vietove vztahy

MARTA KOSSACZKA

ABSTRAKT. Prispevok oboznamuje s Vietovymi vztahmi a ukazuje ich pouzitie v al-
gebraickych ulohéch.

Zopakujme si nejaké definicie

Definicia. Polynomickd funkcia (polyném, mnohoélen) premennej x je funkcia
tvaru

P(z) =ana™ + An_12" L+ 4 a1z + ag,

kde n € Ny, ag,a1,...,a, sa redlne &sla. Cisla ag, a1, ..., a, nazyvame koeficient
) ) ) 7 ) ) ) y
polynému. Vyrazy a;z’ voldme c¢leny polynému. Clen ay volame absolitny clen.

Definicia. Polyném P(z) = 0 (t.j. taky, ktorého vSetky koeficienty st nulové)
voldme nulovy. Stuperni nenulového polynému definujeme ako najvécsie n také, ze
an, # 0, a toto a,, je vedici koeficient.

Definicia. Cislo r voldme koreri polynému, ak plati P(r) = 0.

Vietove vztahy v polynémoch stupiia 2

Tvrdenie. Majme polyném P(x) = ax? + bx + ¢ s korefimi 71, ro. Potom plati

LTy =——,

o

rG T = —.

S|

Dokaz. Nie je tazky. Staci si uvedomit, ze ak je a vedici koeficient polynému P(z)
a x1, Tz jeho korene, potom plati

P(z) =a(z —r)(z — r2).
Pozadované rovnosti dostavame po roznasobeni a porovnani koeficientov v jednotli-

vych ¢lenoch. O
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Uloha. Majme kvadratickt rovnicu 2 — 72 + 5 = 0 s korefimi a a 3. Spoéitajte
2 2
o’ + p-.

Riesenie. 7 Vietovych vztahov pre nasu rovnicu dostdvame a + 8 = 7 a af8 = 5,
dalej si upravime

o? 4+ B2 = (a+ B)* — 28,
dosadime a dostdvame hladany vysledok 49 — 10 = 39.

Predchadzajtce tvrdenie sa da zovSeobecnit pre polynémy Iubovolného stupiia.

Vietove vztahy

Tvrdenie. Majme polyném P(x) = an,z™ + An_12" " 4+ 4+ a1z + ag stupiia n
s korerimi r1,73, . ..,7,. Potom plati pre kazdé i € {0,...n}

ﬁ = (71)”’71 . Z ’I‘jl Cae. Tjn—i’
Qn o .
11<g2<-<Jn-—i
kde ji, € {0,...n}.
Dokaz je analogicky ako pre polynémy druhého stupna.
Priklad 1. Majme polyném x2 — 3z — 1 s koreiimi a a b. Najdite polyném druhého

stupiia, ktory mé korene a2, b2. Spodéitajte

1 1

a+1+b+1'

Priklad 2. Polyném 23 — 322 + 1 m4 korene a, b, c. N4jdite polyném tretieho
stupna, ktory ma korene a2, b2, c2.

Priklad 3. Najdite vSetky mozné hodnoty ¢isel p, ¢ tak, aby p + ¢ = 198 a aby
polyném z2 + px + ¢ mal dva prirodzené korene.

Priklad 4. Polyném 52% — 1122 4+ 7z + 3 méa korene a, b, c. Spocitajte a® + b3 + ¢3.

Priklad 5. Tri korene polynému z* + ax? 4+ bz + ¢ s 2, —3, 5. Spoéitajte a+b+c.
(HMMT 1998)

Priklad 6. Najdite vSetky mozné hodnoty m tak, aby polynémy x? + mz — 3 a
22 — 42 — m + 1 mali spolo¢ny korefi.

Priklad 7. Ma4me tri realne ¢isla x, y, z také, ze x = 6 —y a 22 = 2y — 9. Dokazte,
Ze x =Y.
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Priklad 8. Korene polynému x> + 322 + 42 — 11 st a, b, c. Korene polynému
24+ re? +sx+tsta+b, b+c, c+a. Urdite r, s, t. (AIME 1996)
Priklad 9. Néjdite stcet vietkych koretiov polynému 20 + (1 — z)2015,

Priklad 10. Stéin dvoch koretiov polynému x* — 1823 + kx? 4 200z — 1984 je —32.
Urdite k. (USAMO 1984)

Priklad 11. N4&jdite vSetky polyndémy
P)=a2"+ap 12" '+ + a1z +ap

také, ze a; = £1 pre vSetky 0 < ¢ < n — 1, ktoré maji n redlnych korenov.
(1968 Putnam Exam)

Literat(ra a zdroje

(1] http://www.math.cmu.edu/ mlavrov/arml/13-14/polynomials-02-09-14.pdf
[2] http://www.slideshare.net/RongYifei/application-of-vietas-theorem
[3] https://brilliant.org/wiki/vietas-formula/
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Kombinatorické hry, Nim a SG funkce

KuBAa KRASENSKY

ABSTRAKT. Prvni ¢ast prispévku predstavuje zdkladni zptisoby feseni kombinatoric-
kych her a ilustruje je na velkém mnozstvi pfikladd. Druhé cast se vénuje hie Nim,
s¢itani her a Spragueové—Grundyho funkci. Prispévek je zkracenou verzi PraSec¢iho
seridlu z 32. ro¢niku napsaného Aléou Skalovou.

Nejhravéjsi oblasti olympiddni matematiky je pochopitelné teorie (kombinatoric-
kych) her. N&jaké hry znd kazdy z nés, ale zdaleka ne vSechny je mozné zkoumat a
zcela vytesit pomoci elementarnich nastroji — podivejme se proto nejprve na to, co
odlisuje hry kombinatorické od her jinych, at uz micovych, spolecenskych, matico-
vych, nebo divadelnich.

Kombinatorickou hrou nazveme hru s nasledujicimi vlastnostmi:

(1) Hraji dva hrdci proti sobé.

(2) Hracdi se pravidelné sti¥idaji. Neni-li uvedeno jinak, hra¢ nesmi vynechat tah.

(3) Je déno (zpravidla koneéné mnoho) pozic, ve kterych se hra muze nachézet.
Jedna z pozic je oznacena jako startovni. Pozicim, ve kterych hra konci,
a to bud vyhrou jednoho z hraci a prohrou druhého, nebo remizou, se rika
koncove.

(4) Pravidla hry urcuji pro kazdého hrécde véechny p¥ipustné tahy z kazdé pozice.

(5) Ve hie nejsou zadné ndhodné prvky.

(6) Oba hradi maji dplnou informaci.

(7) Oba hrééi jsou raciondlni.

Casto se jesté pfidava podminka, ze hra méa byt konecnd, ¢li mé skonéit po
kone¢ném poctu kol bez ohledu na to, jak hraci hraji.

Strategie

Strategii hrace rozumime soubor rozhodnuti, jaké tahy volit v jednotlivych pozicich
hry.! Vyhrdvajici strategie je takova, ktera vede k vitézstvi hrace bez ohledu na to,
jak chytfe hraje jeho protihraé (tedy bez ohledu na protihrac¢ovu strategii). Obdobné,
ma-li jeden z hract neprohravagici strategii, znamena to, ze pokud se ji bude drzet,
hru neprohraje, at jeho souper hraje sebelépe. Hra tedy bud skonéi vitézstvim tohoto
hrace, nebo bude jejim vysledkem remiza.

I Pesnéji lze definovat strategii jako funkci, kterd kazdé mozné pozici ptifadi tah hragce.
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Uvédomme si, Ze obecné existuji dvé formy remizy (obé mohou nastat napiiklad
v Sachdch). Bud hra pfimo skonéi v pozici, kterou pravidla posoudi jako remizovou,
nebo neskon¢i v koneéném poctu tahii — neboli nikdy se nedostane do koncové pozice.

Vyhravajici a prohravajici pozice

V této kapitole budeme uvazovat pouze konecéné hry neptipoustéjici remizu. V ta-
kovych hrach mizeme kazdou pozici oznaéit bud jako vyhrévajici (V), nebo jako
prohravajici (P). Jak uz nazev napovida, nachazi-li se hra¢ ve wvyhrdvajici pozici,
pak (bude-li hrat, jak nejlépe lze) hru vyhraje. Naopak, nachazi-li se v prohrdvajici
pozici, hru nutné prohraje (pokud jeho soupef neudéld chybu).

Nejlepsi bude osveétlit si pravé zavedené pojmy na prikladu.

Hra 1. Na stole je hromadka sedmi sirek. Hrac, ktery je na fadé, muze odebrat
jednu nebo dvé sirky. Kdo nemiize tdhnout (na stole uz neni zaddné sirka), prohral.

Z uvah o vyhravajicich a prohravajicich pozicich vyplyva nasledujici véta, kterou
Casto pouzivame, aniz bychom si toho byli védomi.

Véta. (O vyhravajici strategii) V konecné hie nepfipoustéjici remizu mé prévé
jeden z hraca vyhravajici strategii.

Zamysleni. Rozmyslete si, jak je potfeba preformulovat pfedeslou vétu a jak zmé-
nit jeji dikaz, pokud pravidla remizovy zavér pripusti. Také si promyslete, pro¢
v predpokladech véty potfebujeme konecnost.

Kdyz uz zname vsechny podstatné pojmy, mtzeme se vesele pustit do hrani rozlic-
nych kombinatorickych her. V nasledujicich podkapitolach si postupné predstavime
rizné metody hledani vyhravajicich a neprohravajicich strategii.

Zpétny rozbor

V podkapitole o vyhravajicich a prohravajicich pozicich jsme se naudili, jak v libo-
volné kone¢né kombinatorické hie nalézt vyhravajici strategii pro jednoho z hracta
(méme-li dostatecnou vypocetni kapacitu). Tuto metodu budeme nazyvat zpétny
rozbor, cizim slovem backtracking, nebot hru vlastné (vy)fesime od konce.

Zkusme s jeji pomoci vytesit nasledujici hry. Neni-li fe¢eno jinak, pak ,vyfesenim“
hry se mini nejen nalezeni vyhravajici strategie pro jednoho z hraca, ale i jeji popsani.

Hra 2. Na stole lezi 15 sirek. Hrac, ktery je na radé, muze odebrat 1 az 4 sirky.
Kdo nemtze tdhnout, prohral.

Hra 3. V pravém hornim rohu Sachovnice stoji jednostranna véz — mize se po-
hybovat jen doleva nebo doli. Hraci se stfidaji v tazich, pficemz si mohou vybrat,
o kolik poli (minimalné vsak o jedno) pohnou vézi v jednom z povolenych smérti.
Kdo nemitze tdhnout, prohral.

Hra 4. Na stole lezi hroméddka n sirek, kde n je libovolné pfirozené ¢islo. Hraci z ni
sirky stfidaveé odebiraji a kdo nemutze hrat, prohral. Tentokrat ale mtze hrac v jed-
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nom tahu odebrat 1, 2, nebo 4 sirky. Ktery hrd¢ mé (v zévislosti na n) vyhravajici
strategii? A co kdyby se smély odebirat vSechny mocniny dvojky?

Hra 5. Pravidla jsou stejna jako v pfedchozi hie, ale kdo nemiize hrat, vyhral.

Hra 6. V pravém hornim rohu Sachovnice stoji jednostranny kral (smi se pohybo-
vat pravé o jedno pole dolii, doleva nebo doleva dolt). Hradi jim st¥idavé tdhnou a
kdo nemtze hrat, prohral.

Kradeni strategii

Kazdy vi, ze v sachach, damé i piskvorkdch ma vyhodu ten hrac, ktery zaciné.
Dokéazat to ale umime jen o jedné z téchto her — uhodnete, o které?

Tvrzeni. V piskvorkdch méa prvni hrac¢ neprohravajici strategii.

Principu, ktery se vyuziva v dikazu, se fika kradeni strategii a je mozné jej vyuzit i
pri feseni dalsich her.

Hra 7. (Pri¢itani délitelt) Zag¢ind se dvojkou. V jednom tahu hra¢ pfic¢te k ¢&islu
jeho libovolného vlastniho délitele.? Kdo jako prvni piekroé hodnotu 5773, prohral.
Kdo méa vyhravajici strategii? A co kdyby ten, kdo prvni piekroci 5773, vyhral?

Hra 8. (Dvojité Sachy) Pravidla jsou stejnd jako v klasickém Sachu s jedinym
rozdilem — hrac¢, ktery je na radé, déla tahy dva.

Hra 9. (Mazéani déliteld) Na tabuli jsou napsina vSechna pfirozend ¢isla od 1 do
16. Hrac, ktery je na tahu, smaze néjaké ¢islo a spolu s nim vSechny jeho délitele,
ktefl na tabuli jesté zbyli. Prohrava hrac¢, ktery nemiize tahnout — tedy ten, na
kterého zbyla cista tabule.

Symetrie

Nasledujici technika se d4 pouzit ve hrach, které jsou uréitym zptisobem symetrické
— umoznuji hraci kopirovat souperovy tahy. Zékladni myslenka by se dala popsat
slovy ,dokud muze hrat soupef, mohu i ja“.

Hra 10. (Mince na stole) LoupeZnici Kenny a Jarda ukofistili truhlu plnou zlatjch
kulatych minci a rozhodli se zahrat si o né hru. Odnékud vytahli ¢tvercovy stul a
postupné na néj pokladaji mince. Ten, kdo je zrovna na fadé, na stil polozi jednu
minci tak, aby (ani z¢4sti) neleZela na jiné minci a nepfesahovala okraj stolu.® Za¢ind
Kenny. Prohraje ten, kdo uz na stil nemuze polozit dalsi minci. Kdo méa vyhravajici
strategii? (MKS 27-2-5)

Hra 11. (Laméani{ ¢okolddy) Riikka a Jussi dostali velkou (200 grami, 4 x 8 kos-
ti¢ek) finskou hruskovou ¢okoladu a rozhodli se zahrat si s ni nasledujici hru. Ve

2Vlastni délitelé jsou délitelé ostie mensi nez ¢islo samotné. Nap¥. vlastni délitelé ¢isla 12 jsou
¢sla 6, 4, 3, 2, 1.
3Vsechny mince jsou stejné velké a still je tak obrovsky, Ze se na néj vejde alesponi jedna mince.
33



KOMBINATORICKE HRY, NIM A SG FUNKCE

svém tahu muZe hraé¢ rozlomit (l4me se rovné po vyznacenych ¢érach) libovolny kus
cokolady, ktery jesté rozlomit 1ze. Kdo rozlomi posledni kousek, vyhral a muze celou
¢okoladu snist. Kdo vyhraje, zac¢ina-li lamat Riikka a pravidelné se s Jussim stridaji?

Hra 12. (Lamaéni ¢okolddy bez 1 x 1) Na Vanoce Riikka s Jussim dostali jinou
velkou (4 x 8 kosti¢ek) finskou éokoladu, tentokrdt peprmintovou. Protoze minule
se jim hra moc nelibila, pridali pravidlo, Ze se nesmi ulamovat dilky velikosti 1 x 1.
Kdo nemuze v souladu s pravidly tahnout, prohral. M4 zacinajici Riikka vyhravajici
strategii, nebo si na ¢okoladé pochutna pro zménu Jussi? (MKS 21-7-3)

Hra 13. Dveé Sachu znala PraSatka — Kuba a Anicka — sti¥idavé pokladaji jezdce své
barvy na Sachovnici tak, aby se zadna dvojice znepiatelenych jezdcti neohrozovala.
Kdo nemiize polozit dalsiho jezdce, prohral. Kuba je galantni a necha Anicku zacinat.

Hra 14. Je déna tabulka o rozmérech 17 x 68 policek. Hrac si ve svém tahu vybere
néjaky podctverec tabulky, ve kterém jeSté neni vybarveno zadné policko, a cely ho
vybarvi. Dva hraci se pravidelné stifidaji v tazich. Kdo nemize tahnout, prohral.

Parovani a obarvovani

Neni-li mozné nalézt ve hie takovou symetrii, kterad by nam dovolila pouzit predchozi
metodu, miuzeme zkusit metodu pdrovdni. MySlenka je stale stejna — ,dat hraci
do ruky odpovéd na kazdy protihraciv tah“. Casto se tak dé&je rozdélenim pozic
do péart, odtud také nazev metody. Zahraje-li souper na jednu z pozic v paru, ja
zahraji na druhou. Dalsi moZnosti je rozdéleni pozic/tahti do obecné&jsich skupin —
viz néasledujici piiklad.

Hra 15. (Prouzek ¢isel) Na prouzku papiru je za sebou napséno 2n &isel, kde n
je libovolné prirozené ¢islo. Miso s Hanou c¢isla postupné odstfihavaji — ten, ktery
je na fadé, si vybere jeden ze dvou konct a ¢islo na ném si ustfihne. Na konci oba
sec¢tou vSechna c¢isla, kterad si pro sebe ustiihli, a kdo mé vétsi soucet, vyhral. Je-li
soucet stejny, nastava remiza. Ktery z nich ma neprohravajici strategii, kdyz Hana
zaCind a pravidelné se v tazich st¥idaji?

Hra 16. (Piskvorky do ¢étverce) LukéSe s Viktorem uZz prestalo bavit hrat pii
hodinach obycejné piskvorky, a tak vymysleli obménu — hraji na ¢tvereckovaném
papife 10 x 10. V kazdém tahu hra¢ nakresli sviij symbol do volného pole. Lukas
vyhraje, pokud vytvori ze svych symbolti ¢tverec 2 x 2, a Viktor vyhraje, kdyz se mu
v tom podafi zabranit. V tazich se pravidelné st¥idaji, Lukas zacind. Ktery z nich
ma vyhravajici strategii?

Hra 17. (Razitka) Vejtek se z dlouhé chvile pustil do nésledujici hry. Postupné

dava na prazdnd Sachovnicova pole razitka, stfidavé cervené a zelené, a to tak, ze

nové orazitkované pole musi hranou sousedit s polem, které bylo orazitkovano tésné

pfed nim. Prvni — zelené — razitko mutze dat Vejtek kamkoliv. Prohrava ta barva,

jejiz razitko uz Vejtek nikam dat nemutze. Béhem celé hry Vejtek samoziejmé hraje

co nejlépe podle toho, kterou barvu zrovna zastupuje — je-li na tahu zelené razitko,
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hraje Vejtek v jeho prospéch, a je-li na tahu razitko ¢ervené, pak hraje ve prospéch
Cerveného.

Hra 18. (Trojthelnikové piskvorky) Dva hraci hraji piskvorky na nekoneéné vel-
kém trojuhelnikovém papife a stiidaji se v tazich. Ten, kdo je na tahu, vzdy nakresli
svou znacku do né€kterého volného policka. Vyhraje hrac¢, ktery ma jako prvni ne-
pferusenou rovnou fadu (sméfujici jednim ze t¥{ moznych smérii podél ¢ar trojihel-
nikové sité) alespoii n svych znaki, kde n je n&jaké pfirozené ¢islo. V zavislosti na
n urcete, kdo ma vyhravajici nebo neprohravajici strategii.

Zkuste si sami!

Podstatnou ¢asti feseni rovnéz byva prijit na to, kterou metodu pouzit. Proto v této
podkapitole najdete smés iloh, u kterych vam nikdo predem neprozradi, jakou me-
todou se maji fesit. Ulohy jsou pfiblizné sefazené podle obtiznosti.

Hra 19. (Délitelnost sedmi) Dva hra¢i pisi dvaceticiferné ¢islo tak, ze zleva do-
prava stfidavé pripisuji jednu cifru. Prvni hra¢ vyhraje, pokud vysledné ¢islo nebude
délitelné sedmi. Druhy vyhraje, pokud délitelné sedmi bude.

Hra 20. (Délitelnost t¥indcti) Stejnd hra jako pfedchozi, pouze vyménime éislo 7
za 13.

Hra 21. (Plus minus) V fadé za sebou je napsano nékolik minusti. Matéj s Jona-
Sem stiidaveé prekresluji jeden az dva sousedni minusy na plus. Vyhraje ten, ktery
prekresli posledni minus.

Hra 22. (Plus minus podruhé) Ema se rozhodla pfedchozi hru mirné pozménit
— minusy napsala do kruhu (tedy kazdé znaménko mélo na zacatku dva sousedy),
zbyla pravidla ponechala stejna.

Hra 23. (Kocoufi) Dva kocouii dostali Fetéz z n buitd a stiidavé piehryzavaji
spojnice mezi nimi. Buity, které ve svém tahu osamostatni (tedy ty, které uz nebudou
spojeny s zadnym jingm buftem), snédi. Vyhraje ten kocour, ktery sni vice bufti.
Reste postupné pro n = 6, n = 7, libovolné n € N.

Hra 24. (Sestitthelniky) Hel¢a s Aléou se nezndmo kde dostaly k ¢okoldddm ve
tvaru pravidelného Sestitthelniku. Kazda cokoldda je rozdélena na trojuhelnikové
dilky. Hracky si vybraly jednu ¢okoladu o hrané délky n a hraji s ni néasledujici hru.
Ta, kterd je na tahu, rozlomi (ldme se rovné po vyznacenych ¢érdch) cokolddu na
dveé ¢asti, z nichz jednu sni a druhou preda zpatky soupetce. V tazich se pravidelné
stiidaji, zac¢ina Hel¢a. Kdo nemize tahnout, prohrava.

Hra 25. (Dvé hroméadky) Savlik s Monéou maji dvé (ne nutné stejnd pocetné)

hromadky kavovych bonbdénid. Hra¢, ktery je na tahu, sni vSechny bonboény z jedné

hromadky a druhou hromédku rozdéli na dvé — dle vlastniho uvazeni, ale v obou

novych hromadkach musi byt alespon jeden bonboén. Pravidelné se st¥idaji v tazich.
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Kdo nemiize tdhnout (coz nastane pravé tehdy, bude-li na obou hromédkach po
jednom bonbénu), prohral.

Hra 26. (Chomp) Tabulka ¢okolddy je rozldmana na kosticky. Kosticka v levém
dolnim rohu je otravena (kdo ji sni, prohraje). Hrac si ve svém tahu vybere kosticku,
sni ji a spolu s ni sni rovnéz vsechny kosticky v pomyslném obdélniku, jehoz le-
vym dolnim rohem je pravé vybrana kostic¢ka.* Hradi se pravidelné st¥idaji v tazich.
V zévislosti na rozmeérech urcete, kdo zvitézi, je-li cokolada

(i) ¢tvercova,

(ii) obdélnikova.

Hra 27. (Barveni bodi) Pepa a Mirek obarvuji body v roviné. Za¢ina Pepa obarve-
nim jednoho bodu oranzové, poté Mirek obarvi 100 bodu zluté, Pepa jeden oranzoveé,
Mirek 100 zluté, ... Prebarvovat jiz jednou obarvené body neni mozné. Dokazte, ze
se Pepovi podari vytvorit rovnostranny trojuhelnik s oranzovymi vrcholy.

Hra 28. (Piskvorky 2:1) Majkl s Ancou hraji piskvorky na nekonecné velkém
papiie s nasledujici apravou pravidel. Za¢inajici Anca v kazdém svém tahu nakresli
jeden kfizek, zatimco Majkl nakresli v kazdém tahu dvé kolecka. Majkl vyhraje,
kdyz vytvoii nepferusenou fadu sta kolecek — bud svisle, nebo vodorovné. Anca se
mu v tom samoziejmé snazi zabranit. Dokazte, ze Majkl ma vyhravajici strategii.’®

Hra Nim

Hra Nim je jednou z nejzndméjsich kombinatorickych her. Nejde o nic jiného, nez
o odebirani® sirek, jehoz obmény jsme potkali v minulé kapitole. Zékladni varianta
hry je nasledujici:

Hra 29. (Nim) Na stole je n hromadek, n € N, obsahujicich postupné z; az z,
sirek. Dva hraci se stfidaji v tazich. Ve svém tahu si hra¢ vybere jednu hromadku
a odebere z ni libovolny pocet sirek, minimalné vSak jednu. Hrac, ktery nemuze
tdhnout (na stole uz neni zZadna sirka), prohral. Pro hru s n hromédkami a pocty
sirek x1,...,x, budeme pozice zapisovat ve tvaru (x1,...,Zy,).

Cviceni 30. Vyfeste hru pro pfipad jedné a dvou hromadek.

X

Kdo si zkusil ,ru¢né“ rozebirat moznosti, které nastanou pfi hrani Nimu o tiech
hroméadkach, zahy zjistil, ze je tézké vypozorovat ve struktufe vyhravajicich a pro-
hravajicich pozic néjaky vzor. Nastésti existuje metoda, jak i pro hromadky s vétsim
poc¢tem sirek rychle uréit, zda se jedna o V, nebo P pozici. A co vic! Stejnd metoda
funguje nejen pro tfi hroméadky, ale i pro ¢tyfi, pét, ... Pro jeji pochopeni je potfeba
zavést Nim-soucet. Abychom jej odlisili od klasického souctu, budeme misto symbolu

4Tedy véetné kosticky samotné a kosti¢ek pfimo napravo a nahoru od ni.
5Jak vime, obecné mé u nekoneénych her jeden z hra¢t pouze neprohravajici strategii. V této
hie si ale Majkl umi zajistit vyhru.
6Vsak také samotny nazev hry nejspis pochazi z némeckého , Nimm!“, tedy ,Ber!“.
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+ pouzivat symbol @. Budeme také vyuzivat zapis Cisel ve dvojkové soustaveé, tj.
napiiklad 11 = (1011)s.

Definice 31. (Nim-soucet) Nim-souctem &isel (zy, ... 20)2 & (Ym - - - Yo)2 je takové
éislo (zm ... 20)2, 7e pro kazdé k = 0,1...,m plati zp = xp + yx (mod2), neboli
2z = 1, pokud z + yr = 1, a z; = 0 jinak. PiSeme

(me...l'o)g D (ym---y0)2 = (Zm...Z(])Q.

Pro nazornost si mtizeme sc¢itance zapisovat pod sebe:

110104
@ 10100115

1001001,

Tvrzeni. Pro Nim-soucet libovolnych tfi nezapornych celych ¢isel x,y, z plati

(i) zey@2)=(zoy) &z (asociativita)
(i) z@y=you, (komutativita)
(i) 0@ = =z, (neutrélni prvek)
(iv) 2@z =0, (opac¢ny prvek)
V) zdy=0&z=y. (jednoznacnost opa¢ného prvku)

Diky vlastnosti (i) nezdlezi na poradi s¢itani, a tedy budeme prebytecné zavorky
vynechévat. Bod (iv) znamend, ze v Nim-s¢itani je kazdy prvek opaény sdm k sobé.
Bod (v) budeme ¢asto mléky vyuzivat pti hleddni ,vitéznych“ taht (tahti vedoucich
do P pozic).

Tvrzeni. (Pravidlo kraceni) Pokud pro nezédporna celd ¢isla x,y, z plati rovnost

r®y=x® 2z, potom nutné y = z.

Cviceni. Pro jaka z, y plati, Ze x Dy = = + y?

Jak vyhrat Nim

Nasledujici vétu dokazal v roce 1902 Charles L. Bouton. Na prvni pohled neni jasné,
jak spolu souvisi Nim (Hra 29) a binarni zépis ¢isel, ale nenechte se tim zmést.
Funguje to!

Véta. (Bouton) Ve hie Nim s n hromédkami je pozice (z1,xa, ..., Z,) prohrévajici
pravé tehdy, kdyz je Nim-soucet velikosti jednotlivych hromadek roven nule, ¢ili
T ®r2® - Dy = 0.
Poznamka. Diky pfedchozi vété muzeme nejen rychle urcit, je-li dana pozice V,
¢i P, ale také kyzeny tah z V pozice do P pozice najit. Zkusme si to na prikladu.
Cvi€eni. Jak spolu souviseji hry (a,b,c) a (a,b, ¢, 10,10) pro libovolné pfirozend
éisla a, b, c?
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Cvi€eni. Znéte-li pozice ve hie (3,5,6) a nyni hrajete hru (3,5,6,9,13,21), je
nutné rozebirat celou hru, nebo by stacilo zjistit, jak se hraje (9,13,21) a ,hrat
kazdou hru zvlast“? Fungovalo by to i v pfipadé, Ze by pozice (3,5,6) nebyla pro-
hravajici?

Nim v prevleku

Ve chvili, kdy umime hrét (a z kazdé vyhravajici pozice také skuteéné vyhrat) Nim,
umime razem hrét Sirokou skalu dalSich her (alespon teoreticky), nebot velkd ¢ast
koneénych kombinatorickych her se d4 na Nim prevést. Co to pfesné znamenda a
jak se néco takového dokaze, si povime v dalsich podkapitolach. Ted zkusme najit
vyhravajici strategie v nasledujicich hrach. Napovéda je jasna — alespon zéasti je
v nich ukryty Nim.

Hra 32. (Zelvy) V fadé za sebou stoji/lezi n zelv. Kazda Zelva bud stoji, tedy je
nahoru krunyfem, nebo je vzhiru nohama. Dva hraci stfidavé zelvy obraceji. V jed-
nom tahu si hrac¢ vybere zelvu, ktera je vzhiiru nohama, obrati ji nahoru krunytfem,
a pokud chce, muze jesté prevratit jednu libovolnou Zelvu nalevo od ni — at uz
je nahoru krunyrem, nebo nohama. Hrac¢, ktery uz nemtze prevratit zadnou zelvu
(v8echny stoji na nohou), prohral.

Hra 33. Me¢jme pések poli ocislovanych 0,1,2,3,... a na pasku konecny pocet
minci. Kazda mince je na néjakém policku, pficemz na jednom policku jich mtize
byt i vice. Dva hradi se stiidaji v tazich. Ve svém tahu si hrac¢ vybere néjakou minci
a posune ji na libovolné pole nalevo od pivodniho. S mincemi, které lezi na nultém
poli, uz nejde hrat. Kdo nemize tahnout, prohral.

Hra 34. (Northcott) Northcottova hra se hraje na Sachovnici, na jejimz kazdém
fadku je umistény pravé jeden bily kdmen a pravé jeden ¢erny kdmen. Dva kameny
nikdy nesméji lezet na stejném poli. Dva hraci — Bily a Cerny — se pravidelné st¥idaji
v tazich. Hrac¢, ktery je na tahu, pohne jednim svym kamenem o libovolny pocet
poli doprava nebo doleva, pri¢emz nesmi opustit Sachovnici ani pfeskocit soupeitiv
kamen. Kdo nemuze hrat, prohral.

Poznamka. Northcottova hra sice neni koneénéa, ale pfesto mé jeden z hract vy-
hréavajici strategii.
Hra 35. (Bidny Nim) Hraje se stejné jako klasicky Nim s jedinou zménou — hrag,

ktery nemize tahnout, vyhral.

Hra 36. (Nim;) Meé&jme pevné dané ¢islo k. Hra je podobné jako Nim — na stole
je n hroméadek sirek, dva hraci z nich stfidavé odebiraji. Tentokrat smi ale hrac ve
svém tahu odebrat sirky az z k rtznych hroméadek. Z kazdé hromadky muze vzit
libovolné mnozstvi, celkem vSak musi odebrat alespon jednu sirku.
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Spragueova—Grundyho funkce

Abychom si usnadnili vyjadfovani, zavedeme pojem ndaslednika dané pozice — budeme
tak oznacovat kteroukoliv pozici, do niz se ze zkoumané pozice d4 dostat jednim
tahem.

Definice 37. Spragueova—Grundyho funkce hry je funkce g prifazujici kazdé pozici
nejmensi celé nezaporné ¢islo, které neni Spragueovou—Grundyho hodnotou zaddného
z jejich nésledniki. Namisto celého nézvu Sprague—Grundy budeme pro zkraceni
psat casto jen SG.

Stejné jako v pripadé V a P pozic definujeme hodnoty SG funkce ,,0od konce®.
Pokud uz pro néjakou pozici zname hodnotu SG funkce vsech jejich nésledniki,
muzeme uréit i jeji SG hodnotu. SG hodnota koncovych pozic je z definice nulova.

Cviceni. Naleznéte SG funkei pro Nim s poéateéni pozici (1, 2).
Cviceni. Naleznéte SG funkci pro Nim o jedné hroméadce velikosti n.

Definice. O kombinatorické hie fekneme, ze je progresivné omezend, pokud exis-
tuje takové prirozené cislo m, ze kazda hra skonci nejvyse po m tazich bez ohledu
na to, jak hraci hraji.

Odted se budeme déale zabyvat jen hrami, které jsou progresivné omezené. Nim
mezi né zjevné patii — pro poc¢ateéni pozici (z1, zs, ..., z,) skondi kazda partie nej-
pozdéji po x1 + x2 + - - - + x,, tazich, jelikoz kazdym tahem ubude miniméalné jedna
sirka.

A pro¢ nas zajimaji pouze progresivné omezené hry? Protoze pro kazdou pro-
gresivné omezenou hru existuje SG funkce, ktera je navic jednoznacéné
urcena! Dokazat to neni tézké — hodnoty SG funkce definujeme od koncovych po-
zic a diky progresivni omezenosti budou mit vsechny pozice konecnou hodnotu.

Pokud hra neni progresivné omezend, SG funkce pro ni existovat muze, nicméné
teorie kolem jejiho zavedeni je o néco slozitéjsi a my se ji vénovat nebudeme.

Definice. Hram, ve kterych prohrava hra¢ nemajici tah (neboli v8echny koncové
pozice jsou prohravajici) fikdme normdlni (anglicky under the normal play rule). Po-
kud naopak hraé nemajici tah vyhrava (koncové pozice jsou vyhrévajici) nazyvéame
hru bidnou (anglicky under the misére play rule).

Pozorovani. Pro normalni hru plati, Ze prohravajici pozice piesné odpovidaji po-
zicim, ve kterych je SG funkce nulova.

Pro progresivné omezené normalni hry se nam tedy pomoci SG funkce podafilo
prifadit kazdé pozici nezaporné celé cislo, pricemz kladnym hodnotam odpovidaji
V pozice a nulovym P pozice.

Miize se zdat, ze jsme odvedli nezanedbatelny kus prace a pfitom jsme zavedenim
SG funkce neziskali nic nového. Nenechte se mylit — pravé SG funkce nam umozni
hry scitat.
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Cvi€eni. Naleznéte SG funkci pro Hru 2. (Na stole je 15 sirek, hraci stfidajici se
v tazich mohou odebrat 1 aZ 4 sirky, kdo nemize tdhnout, prohral.)

Scitani her

Aniz bychom poskytovali formalni definici, budeme za soucet n her povazovat hru,
ktera probiha takto: Hrac si ve svém tahu nejprve zvoli, ve které z onéch n her udéla
tah, a pak tdhne podle pravidel pfislusné hry. Po ném je na radé jeho protihrac,
ktery postupuje naprosto stejné.

Napiiklad na Nim s n hromadkami (21, zs, ..., 2,) miZzeme nahlizet jako na sou-
¢et m Nimu s jednou hromadkou postupné o velikosti z1 az x,,. Z toho je patrné, ze
i soucet nezajimavych snadno feSitelnych her mize mit komplikované feSeni.

Poznamka. Jsou-li vSechny hry H; az H, normdlni a progresivné omezené, je
jejich soucet rovnéz normalni a progresivné omezeny.

Véta. (Sprague-Grundy) Bud g; SG funkce hry H; pro i = 1,...,n. Pak soucet
her H= H,+ Hy +---+ H, ma SG funkci

g($1,$2, s ,Z’n) = gl(xl) @gg(l‘g) o EBgn(xn)

Naleznéte SG funkce v nasledujicich hrach. VSechny hry jsou normaélni, neboli kdo
nemuze tahnout, prohral.

Hra 38. Na stole je hromadka n sirek, dva hraci se stfidaji v tazich. V jednom tahu
Ize z hromadky odebrat bud libovolny sudy podet sirek, ne vSak celou hromdadku,
nebo vSechny sirky, pokud jich je lichy pocet.

Hra 39. Na stole je nékolik hroméadek sirek. V jednom tahu lze odebrat libovolny
sudy pocet sirek z jedné hromadky, nebo libovolnou hromadku, na které uz je jen
jedna sirka.

Hra 40. Na stole je nékolik hromédek sirek. V jednom tahu lze bud odebrat li-
bovolné mnozstvi sirek z jedné hroméadky, nebo jednu hroméadku rozdélit na dveé
neprazdné hroméddky (v takovém p¥ipadé hraé zadné sirky nebere).

Hra 41. (Vlocka) Hra za¢ina s vlockou V;, o n ramenech, tj. grafem s n+1 vrcholy,
z nichz vsechny az na jeden sousedi pravé s tim jedinym zbyvajicim. V jednom tahu
hrac¢ smaze jeden vrchol a vSechny hrany s nim spojené. V kazdém tahu musi byt
smazana alespon jedna hrana, ¢ili nelze smazat vrchol, ktery jiz neni ,spojeny*
s zadnym jinym.
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Navody

1. Pomoci zpétného rozboru snadno zjistime, ze vitézna strategie prvniho hrace je
tato: Hraj tak, aby protihraci zbyl na stole vzdy pocet sirek délitelny t¥emi.

2. Vyhravajici strategii ma druhy hra¢ — stac¢i mu nechévat na stole vzdy pocet
sirek délitelny péti.

3. Vyhravajici strategii ma druhy hra¢ a mtizeme ji popsat slovy ,udrzuj véz na
thlopiicce”.

4. Oba pfipady vyjdou stejné, staci provést zpétny rozbor. Prohravajici pozice jsou
praveé ty, ve kterych je pocet sirek nasobkem tii.

5. Oba pripady vyjdou stejné, staci provést zpétny rozbor. Prohravajici pozice jsou
praveé ty, ve kterych pocet sirek dava po déleni tfemi zbytek jedna.

6. Vyhravajici strategii ma prvni hrac. Prohravajici jsou praveé ty pozice, do nichz
se 1ze z levého dolniho rohu dostat koneénym poctem tahd Sachovou vézi o dvé pole.

7. Zacinajici hra¢ bude urc¢ité na tahu i v pozici 4. Diky tomu, Ze hra je konecna
a nepfipousti remizu, je pozice 6 bud vyhrévajici, nebo prohravajici. Podle toho se
zacinajici hra¢ rozhodne, zda pric¢te jednicku, nebo dvojku.

8. Neprohravajici strategii ma prvni hrac. Kdyby ji mél druhy hrac¢, mdze prvni
hrac¢ ve svych dvou pocatecénich tazich tahnout jednim z kont ,tam a zpét“, ¢imz
by se dostal do role druhého hrace.

9. Vyhravajici strategii ma prvni hra¢. Jako vyckavaci tah totiz mize umazat
z tabule jednicku, ktera by libovolnym jinym tahem tak jako tak zmizela.

10. Vyhrévajici strategii ma Kenny. V prvnim tahu polozi minci doprostied stolu
a dal vzdy kopiruje Jardovy tahy pomoci stfedové soumérnosti.

11. Vyhréava Riikka, a to bez jakékoliv ndmahy — af hraji oba hraci jakkoli, hra
skon¢i pravé po 31 tazich.

12. Vyhraje Riikka. V prvnim tahu rozlomi ¢okoladu naptl podél jedné z os sou-
mérnosti a podle tohoto lomu se bude celou hru osové symetricky Fidit. Alternativni
moznosti by bylo vyuziti symetrie stfedové.

13. Vyhréavajici strategii ma Kuba. Staci, kdyz bude hrat stfedové symetricky
s Anickou. Jeji nejnovéji poloZzeny kun nemiiZe nikdy sviij soumérny obraz ohro-
zovat, protoze jde o dvé pole rtiznych barev.

14. Vyhrévajici strategii ma prvni hra¢. V prvnim tahu vybarvi ¢tverec 16 x 16 tak,
aby tabulka byla osové symetrickd, a dal hraje osové symetricky s druhym hracem.

15. Neprohravajici strategii mé Hana — umi se totiz postarat o to, aby ji pfipadla
pravé Cisla na sudych pozicich, pfipadné aby ji pfipadla pravé ¢isla na lichych pozi-
cich. Pokud jsou tyto soucty rtzné, ma Hana dokonce strategii vyhravajici.
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16. Vyhravajici strategii ma druhy hrac¢ — Viktor. Chytfe si rozdéli hraci plan
na pomyslna domina tak, aby kazdy c¢tverecek 2 x 2 obsahoval alespon jedno celé
domino.

18. Pron < 3 vitézi prvni hrac, jindy ma druhy neprohravajici strategii. Ta spociva
v rafinovaném rozdéleni herniho planu na kosoctverecky tak, aby kazda vyhravajici
fada nutné obsahovala jeden cely kosoctverecek.

32. Misto zelvy lezici na n-tém misté nohama nahoru si mzeme predstavit hro-
madku o n mincich. V Zelvich je na kazdém policku vzdy pravé jedna zelva —
nemizeme mit dvé zelvy vzhiiru nohama, které by znacily dvé hroméadky o velikosti
7. Nastésti v Nimu plati, Ze jsou-li ve hie dvé hromadky stejné velikosti, hra se
nezméni, pokud obé hromadky odstranime.

36. Podobné jako v pripadé klasického Nimu se pro Nimj; d& dokazat, Ze pozice
(x1,xa,...,2,) je prohravajici pravé tehdy, kdyZ v bindrnim zépise ¢&isel zq, za, ... ,
T, pod sebe je pocet jednicek v kazdém sloupci délitelny k + 1. Zkuste to!

Podékovani a zdroje

Prispévek je z velké ¢asti jen zkracenou verzi diplomové prace Teorie her pro nadané
zéky stfednich gkol Aléi Skalové vzniklé na zakladé PraSeciho serialu’ z 32. roéniku.
Cést textu jsem pozménil, ale ilohdm jsem nechal jejich opohadkovani — napiiklad
se tedy muzete doc¢ist o orzich, ktefl uz jsou v PraSec¢im duchodu.

"mks.mff.cuni.cz/archive/32/12.pdf
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Cyklické soustavy rovnic

Honza KREICT

ABSTRAKT. V prispévku jsou rozebrany zakladni metody FeSeni soustav rovnic apli-
kovatelné na cyklické soustavy. Prispévek rovnéz obsahuje fadu priklad na procviceni
téchto postupu.

Uvod

Na stfedni skole se Casto setkite s feSenim soustav rovnic, které se vSak ukazuje

jsou schopny soustavy rovnic fesit u¢innéji. V prispévku si o nékterych z nich po-
vime. Budou to metoda extremalniho prvku, odhadovani pomoci nerovnosti, s¢itani,
odcitani nebo nasobeni rovnic a prava na ¢tverec nebo soucinovy tvar.

Umluva. Vzhledem k tomu, Ze soustavy jsou cyklické, tj. vSechny rovnice lze do-
stat z prvni cyklickou zdménou proménnych, v piikladech bude vzdy uvedena pouze
jedna z rovnic. Neni-li feceno jinak, bude se jednat o soustavu tfi rovnic o tfech
neznamych nad redlnymi cisly.

Priklad 1. (Motivaéni) Reste cyklickou soustavu rovnic 2 + y? = 2yz.

Uprava na soucet Ctverci

Soustavu upravime tak, abychom v ni dostali rovnost, ve které porovnavame Ctverce
s nulou. Typicky na zacatku rovnice vhodné secteme nebo odecteme a poté podle
vzoreckl upravime na ¢tverec. Nékdy nam do vzorecku kousek vyrazu chybi, a tak
musime do rovnice néco pridat.

Pi#iklad 2. (Lehky) Reste soustavu 22+ 1 =1y.
Priklad 3. (Lehky) Najdéte vSechna feseni soustavy z2? = yz.
Priklad 4. (Tezsi) Vyfteste cyklickou soustavu z + y2 + 4 = 5yz.

Uprava na soucin

Dalsi hezkd moZnost (podobné prvni) vychédzi z jednoduchého pozorovani — pokud
se ma soudin rovnat nule, musi byt jeden z ¢initelti nula. Mame-li soustavu, ze které
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dostaneme ,,dobrou“ rovnici tohoto typu, mize nam o feSeni mnohé prozradit.
Priklad 5. (Lehky) Naleznéte vSechna feseni soustavy 22 =y + 2z + 2.
Pi#iklad 6. (Tézsi) Vyfteste » + y2? = ¢°.

Metoda extremalniho prvku

Tento postup se hodi pro soustavy, jejichz fesenim jsou n-tice stejnych ¢isel. Je po-
staveny na tom, ze pro kazdou konecnou mnozinu mutizeme najit nejveétsi a nejmensi
prvek. Ze soustavy ukazeme, ze nejvétsi a nejmensi prvek se rovnaji, a tudiz se museji
rovnat vSechny neznamé.

Priklad 7. (Lehky) V oboru nezapornych redlnych ¢isel feSte pro proménné a, b,
¢, d a e soustavu a + b = 2.

Piiklad 8. (Tezsi) Naleznéte vSechna feSeni soustavy /22 —y =z — 1.
Piiklad 9. (Tézsi) Vyieste (v + y)® = 2.

Nerovnosti

V matematice existuje mnoho péknych nerovnosti, kterymi lze odhadovat vyrazy.
Mezi nejcastéji pouzivané nerovnosti patii Cauchy-Schwarzova nebo AG nerovnost.
Casto ptes odhady nalezneme omezujici podminku pro feseni (typicky tu, Ze v dané
nerovnosti musi nastat rovnost).

Ptiklad 10. (Lehky) Najdéte viechna x, y, 2 splitujici soustavu 22 =

Priklad 11. (Téz81) Reste pro z, y, z kladné:

Yz.

r+y+z2=6
Yz =8

Priklad 12. (Té78) Naleznéte viechna feseni soustavy 2% + y? + 4 = 5yz.
Cviceni

Piiklad 13. 22 +¢2 =2

Piiklad 14. 22 +1=2y

1
Priiklad 15. Pro kladné z, y, z feSte z + — = 2.
Y

Priklad 16. Pro k reilné vyteste 2x + y + 3z = k.
Piiklad 17. z =1y +1

Piiklad 18. Pro realné proménné a, b, ¢, d Feste a® + b = c.
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Priklad 19. Urcete vSechny kladné n-tice ¢isel spliiujici soustavu:

1
$1+$2+"'+I‘n:1
1 4 2

n
— 4+ — 44— =n*(n+1)*
T T Tn

Piiklad 20. Pro z, y redlné feste z + y2 = 3°.
Piiklad 21. (2% — 62+ 13)y =20
Priklad 22. Naleznéte minimum vyrazu pro a, b, ¢ celd a vétsi nez 1:

atb+c NSN(a,b)+ NSN(b,c)+ NSN(a,c)
2 a+b+c

Literatura a zdroje

[1] Jaroslav Svréek: Metody eseni soustav rovnic
[2] Vit Musil: Cyklické soustavy rovnic

[3] Jaroslav Hanél: Soustavy rovnic
[4] Jan Vanhara: Soustavy rovnic
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Lifting The Exponent lemma

ANH DuNG ,, TONDA“ LE

ABSTRAKT. LTE je sice jednoduchy, ale mocny néastroj, ktery ndm za urcitych pod-
minek umoznuje najit nejvétsi mocninu prvocisla, ktera déli soucet nebo rozdil dvou
mocnin se stejnym exponentem. Ve vétSiné pripadi nam LTE usSetii hodné préace a
¢asu. Diky tomuto lemmatu mizeme odkryvat spoustu zajimavych, prekvapujicich a
zdhadnych aspektt olympiadni teorie ¢isel.

Znaéeni. Pro délitelnost zavadime symbol a | b, ktery ¢teme ,a déli b*.

Tvrzeni. (Zasadni!) Pro délitelnost plati nésledujici tvrzeni:

(i) Pokud je p prvocislo, pak p|ab=p|aVp]|b.

(ii) Pokud d | a,d | b, pak d | ka + 1b.

(iii) Pokud a | b, pak |a| < |b| (Gasto dokonce 2|a| < |b| atd.).
Tvrzeni. Necht a, b jsou celd ¢isla. Jejich nejvétsi spolecény délitel d znacime (a, b).
Plati, ze d je nejmensi nezaporné cislo, které lze zapsat ve tvaru ka + lb, kde k a 'l
Jjsou celd ¢isla. Téz plati (a — b,b) = (a,b), diky ¢emuz lze (a,b) snadno vypocitat
(tento postup se nazyva Euklidiv algoritmus).
Definice. Skutecnost, Ze p | a — b, budeme znacit ¢ = b (mod p) a fikat a je
kongruentni s b modulo p.
Definice. Nejmensi spoleény nasobek pfirozenych ¢isel a, b budeme znacit [a, b].
Definice. Cisla a, b nazveme nesoudélnd, pokud (a,b) = 1.
Definice. Bud n pfirozené ¢islo. Pak je pro kazdé prvocislo p jednoznacné urceny
exponent v prvociselném rozkladu éisla n. Tento exponent budeme oznacovat v,(n)
a fikat mu p-valuace ¢isla n. Pokud (p,n) = 1, je v,(n) = 0, a pokud n = 0, je
vp(n) = oo.
Tvrzeni. Pro libovolné piirozena Cisla a, b plati:

(i) vp(ab) = vy(a) +vp(b),

(i) vp(a +b) = min{vp(a), vp(b)},

(iii) pokud vp(a) # v,(b), pak dokonce v,(a + b) = min{v,(a), vp(b)},
(iv) vp((a, b)) = minf{uv, (a), v, (b)},
(v) vp(la, b]) = max{v,(a), vp(b)}-
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Tvrzeni. (Eulerova véta) Necht a, n jsou nesoudélnd ¢isla. Pak plati a?™ = 1
(mod n), kde ¢(n) je Eulerova funkce, ktera znac¢i pocet ¢isel nesoudélnych s n a
mensich nez n.

Tvrzeni. (LTE pro lichd prvoéisla) Necht p je liché prvocislo a n pfirozené ¢islo.
Pro cela cisla x, y, ktera nejsou délitelna prvocislem p, plati:

(i) vp(z" —y") = vp(x — y) + vp(n), pokud x = y (mod p),
(ii) vp(z™ 4+ y™) = vp(x + y) + vp(n), pokud n je liché a x = —y (mod p).
Tvrzeni. (LTE pro 2) Necht n je pfirozené ¢islo. Pro licha celé ¢isla x,y plati:
(i) va(z™ — y™) = va(x — y), pokud n je liché,
(i) va(z™ — y™) = va(x +y) + va(x — y) + v2(n) — 1, pokud n je sudé.
Dikaz LTE ukaZeme na prednasce, ale mtizete ho zkusit vymyslet sami. Pouzijte
matematickou indukei na v,(n).
Lemma. Hodnota n — v,(n) roste nade vSechny meze pro n — co.
P¥iklad 1. Dokazte, Ze pro ptirozené n plati 373 | 19973 + 1.

Piiklad 2. Necht a,n jsou ptirozend ¢isla a p liché prvocislo takové, ze p™ | a? — 1.
Dokazte, ze p"~ ! | a — 1.

Priklad 3. Dokazte, Ze jediné pFirozené ¢islo a takové, Zze 4(a™ + 1) je krychle pro
vS8echna pfirozena n, je 1.

Piiklad 4. Pro prvoéislo p najdéte v,((p — 2)2P~1 — (p +4)P~1).

Priklad 5. Necht p je prvodislo a a,n pfirozena ¢isla. DokaZzte, Ze pokud plati
20 43P =qa", pak n = 1. (Irsko 1996)

Piiklad 6. Najdéte vSechna pfirozenda n, pro kterd plati 2" | 3™ — 1.

Priklad 7. Necht a, b jsou raciondlni ¢isla. Dokazte, ze je-li hodnota a™ — b™ cela
pro nekoneéné mnoho pfirozenych n, pak jsou obé ¢isla a, b cela.

Priklad 8. M¢jme ¢isla a,n > 2 takova, Ze existuje pfirozené ¢islo k > 2, pro které
plati n | (a — 1)*. Dokaite, ze n | a®* +a" "2 +--- + 1. (Romania TST 2009)

P#iklad 9. Najdéte viechny dvojice piirozenych éisel (a, b) takovych, ze b | a®—1.

Priklad 10. Necht k > 1 je prirozené ¢islo. Ukazte, ze existuje nekoneéné mnoho
prirozenych ¢isel n, pro kterd plati n | 1™ + 2™ + - -« 4+ k™.

Piiklad 11. Najdéte vSechna pfirozena x,y takové, Ze p® — y? = 1, kde p je
prvodislo. (Celostétko 1996)

Piiklad 12. Najdéte vSechny dvojice prvoéisel (p,q) takovych, ze

pq | (5P — 2P)(57 — 29).
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Priklad 13. Pro kterd piirozena n plati, ze 2"72(2" — 1) — 8- 3" + 1 je ¢tverec?
(Vietnam TST 2011)

Priklad 14. Najdéte vSechny dvojice pfirozenych ¢isel (m,n), které spliuji
m?+2-3" =m (2" - 1).

(IMO shortlist 2010)

Priklad 15. Najdéte vSechna piirozena ¢isla n spliujici n? | 27 + 1.

(IMO 1990)
Napovédy
1. Piimé dosazovani do vzorce.
2. Berte p jako spole¢ny exponent.
3. Porovnejte 4(a™ + 1) a 4(a™ + 1), kde p je liché prvoéislo délici 4(a™ + 1).
4. Berte (p — 1) jako spoleény exponent.
5. Berte p jako spoleceny exponent.
6. Pouzijte LTE na prvocislo 2 a pak ukazte, Ze n nemtize byt moc velké.
7. Je-li t nejmensi &islo, pro které plati, ze a — b' je celé ¢islo, pak dokazte, ze

kazdy exponent s touto vlastnosti je nasobek cisla t.

8. Pouzijte LTE na vyraz a™ — 1.

9. Dokazte, Ze je-li p nejmensi prvocislo délici b, pak p | a — 1.

10. Pokud k je liché, pak vyberte p™ pro liché prvocislo p délici k. Pokud k je
sudé, pak vyberte p™ pro liché prvocislo délici k£ + 1.

11. Pouzijte LTE, pak posledni lemma.

12. Predpokladejte, ze p je mensi procislo, a ukazte, ze p musi byt 3.

13. Piedpokladejte, zZe ¢iselny vyraz se rovna a?, a upravte rovnici tak, aby na

jedné strané stalo 8 - 3™ a na druhé soucin dvou zavorek. Snazte se eliminovat a a
pouzijte lemma na prvocislo 3. Dale ukazte, ze n nemutze byt moc velké.

14. Pfevedte na tilohu 9.

15. Zjistéte, jaké mazou byt dva nejmensi prvociselné délitele cisla n.
Literatura a zdroje

[1] Amir Hossein Parvardi: Lifting The Exponent Lemma (LTE)
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Matematika ve filmech

ANH DuNG ,, TONDA“ LE

ABSTRAKT. Mnohdy se matematika stala ndmétem umeélecky i komerc¢né tspésnych
filmt. Bohuzel pro jednoduchost a pristupnost k vétsimu publiku stoji matematické
teorie a ulohy vétSinou v pozadi. Pravé jimi se budeme zabyvat a ukazeme, jakou
historickou roli pro védu hraly.

Cista duse

Uz jako mlady student projevil John Nash sviij talent v matematice. V roce 1947
ziskal Carnegieho stipendium, coz mu umoznilo studovat na Princetonu. Po t¥ech
letech dokoncil svoji dizertacni praci, ktera vyznamné rozsitila teorii her a ucinila
ji plnohodnotnym matematickym oborem. V roce 1994 ziskal Nobelovu cenu za
prikopnickou analyzu rovnovahy v teorii nekooperativnich her.

X+Y

Nathan (A. Butterfield) je trochu jiny neZ ostatni puberfaci. Je stydlivy, p¥ilis se
s nikym nekamaradi a potrad je zahledény do knizek. Jenze jeho talent pro matema-
tiku je naprosto vyjimecény. Dokonce tak, ze se mu za pomoci velmi nekonformniho
uditele podaii kvalifikovat na prestizni matematickou olympiddu v Cambridge.

Kéd Enigmy

Béhem druhé svétové véilky se Alan Turing pokousel o rozlusténi Enigmy, coz ho
motivovalo k vybudovani prvniho vypocetniho stroje. Jeho tispéch vyznamné piispél
k vitézstvi Aliance a diky nému je povaZovan za zakladatele moderni informatiky.

Dobry Will Hunting

Psychologické drama li¢i osudy dvacetiletého matematického génia, ale zaroven i
hospodského flikace Willa Huntinga. Mladikovy neuvéritelné pocetni vlohy vyjdou
najevo, kdyz jako uklize¢ na bostonské univerzité ndhodné vyresi slozity matema-
ticky priklad, ktery zustal na tabuli.
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Vymérovani svéta

Vypravi pfibéh dvou némeckych védcu, pfirodovédce Alexandera von Humboldta a
matematika Carla Friedricha Gausse. Zatimco Alexander von Humboldt cestuje po
svété, sbira rostliny a provadi rizna geograficka méreni, Carl Friedrich Gauss pobyva
prevazné doma a Zemi méfi na papife pomoci matematickych a fyzikalnich vypocta.

Literatura a zdroje

[1] www.imdb.com
[2] www.plus.maths.org
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Shodna zobrazeni

MARTIN ,E.T.“ SYKORA

ABSTRAKT. Prispévek obsahuje nékolik ptikladu, k jejichz feSeni je vhodné vyuzit
shodné zobrazeni.

Na pfednaSce se zamérime prevazné na feSeni mnoha uloh a osvojeni béznych
metod, v nichz nam pomahaji shodna zobrazeni. Teorii ponékud odbudeme, abychom
méli vice ¢asu na piiklady. Koho zajimaji hlubsi poznatky k tomuto tématu, mtize
si precist seridl z 31. ro¢niku od Pepy Tkadlece a Mirka Olséka o geometrickych
zobrazenich.

S ¢im budeme pracovat

Definice. Shodné zobrazeni je zobrazeni s z roviny v do roviny ), které zachovava
délky tusecek, tedy pro vSechna A, B € ¢ plati |AB| = |s(A)s(B)|.

Tvrzeni. Kazdé shodné zobrazeni je bud osovd soumérnost, otodeni, posunuti,
nebo posunuta soumérnost.

A jdeme na to

Priklad 1. Mgéjme v roviné kruznici, pfimku a bod. Naleznéte vSechny tsecky,
které maji jeden koncovy bod na dané kruznici, druhy na dané piimce a stfed v da-
ném bodé.

Priklad 2. V roviné je dédna pfimka p a body A, B v jedné poloroviné ji urcené.
Naleznéte bod X € p takovy, ze délka |AX| + | X B| je nejmensi mozn4.

Priklad 3. V roviné je dan rovnostranny trojthelnik ABC a bod P. Dokazte, Ze
délky tseéek PA, PB a PC tvoii délky stran néjakého (i degenerovaného) trojihel-
niku. Degenerovany pfipad nastava, pokud P lezi na kruznici opsané trojihelniku
ABC. (Pompeiuova véta)

Priklad 4. Sestrojte ¢tyfuhelnik ABCD, znéte-1i délky jeho ¢tyf stran a, b, ¢, d
a odchylku w pfimek a, c.
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Piiklad 5. V rovnobézniku ABCD je dan bod P tak, ze |<APB|+ |<CPD| =
180°. Dokazte, ze |[<ABP| = |<ADP].

Priklad 6. Na téZnici z vrcholu C' trojuhelniku ABC naleznéme bod X tak, aby
|BX| = |AC|. Ozna¢me Y prisecik pfimky BX a strany AC. Ukazte, Ze trojihelnik
CXY je rovnoramenny.

Priklad 7. Jednotkové kruznice k a [ se dotykaji v bodé T'. Kruznice m o poloméru
2 ma stfed na kruznici k£ a dotyka se ji v bodé B. Ukazte, ze pfimka BT prochézi
jednim z prusec¢iki kruznic [ a m.

Priklad 8. Sestrojte lomenou ¢dru ABCDE, jsou-li dany body Sy, Sa, S3, S4, S5,
které jsou stiedy usecek AB, BC', CD, DE, EA.

Priklad 9. Uvnitf pravothlého rovnoramenného trojihelniku ABC s pravym tthlem
u vrcholu C je déan bod P. Ukaizte, 7e usecky o délkich |PA|, |PB| a |PC|v/2 tvoii
strany trojuhelniku.

Priklad 10. Uvnitf ostrého thlu s rameny p, ¢ je ddn bod A. Naleznéte body P
na p a @ na q tak, aby |AP|+|PQ|+|QA]| bylo minimélni. Co se stane, pokud bude
zadany thel pravy nebo tupy?

Priiklad 11. Existuje atvar se dvéma stiedy soumérnosti?

Piiklad 12. Uvniti étverce ABCD je dan bod P tak, ze |[PD| =1, |[PA| =2 a
|PB| = 3. Uréete velikost thlu APD.

Priklad 13. V roviné je ddna pfimka p a mimo ni (ve stejné poloroving) dva rtizné
body A, B. Sestrojte na piimce p bod X tak, aby odchylka pfimky AX od pfimky
p byla dvojnasobkem odchylky pfimky BX od primky p.

Priklad 14. Konvexni Sestithelnik ABCDEF vznikl slepenim rovnostranného
trojihelniku AEF o strané a, rovnobé&zniku ABDE spliiujictho |AB| = 1 a troj-
thelniku BC'D splijiciho |BC| + |CD| = 2. Navic plati |CF| = 3. V zavislosti na
a urcete obsah Sestitthelniku ABCDEF'.

Piiklad 15. Najdéte body K, L a M, z nichZ kazdy lezi na jedné strané daného
trojihelniku a pro které je |KL| + |LM|+ |M K| minim4lni.

Priklad 16. Je dan ostrotuhly trojuhelnik ABC' a jeho prusecik vysek H. Ukazte,

ze obrazy bodu H v osovych soumérnostech podle stran a stfedovych soumérnostech
podle stfedil stran trojihelniku ABC lezi na kruZnici jemu opsané.

Priklad 17. (Fermativ bod) Méjme ostrothly trojuhelnik ABC'. Najdéte bod X
takovy, ze |AX| + |BX| + |CX| je minimAlni.

Podékovani a zdroje

RA4d bych podékoval Pepovi Tkadlecovi a Mirkovi Olsdkovi, z jejichz seridlu (31. roé¢-
nik) jsem ¢erpal. Déle dluzim diky Frantovi Konopeckému za ptispévek Geometrickd
zobrazent, kterym jsem se také nechal inspirovat.
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Barevné grafy pro pokrocilé

STEPAN SIMSA

ABSTRAKT. Prispévek uvadi do problematiky vrcholového a hranového obarvovani
grafu a formuluje nékteré dulezité véty, se kterymi se obvykle stiedoskoldk nepotka.

V celém textu budeme uvazovat neorientované grafy. Obvykle budeme graf znacit
G a mnozinu jeho vrchold, resp. hran budeme znacit V, resp. E.
Definice. (Zakladni grafové pojmy) Pro graf G definujeme tyto pojmy:
(i) A(G) je velikost nejvyssiho stupné v grafu.
(ii) Klika je Gplny podgraf grafu G.
(iii) Nezdvisla mnoZina je podmnozina vrchold V, mezi kterymi nevedou zadné
hrany.

(iv) Doplnék grafu G je graf na stejné mnoziné vrchold, ktery obsahuje hranu
mezi dvéma vrcholy, pravé kdyz v grafu G tato hrana neni.

(v) Indukovany podgraf H grafu G je takovy podgraf grafu G, ktery mé hranu
mezi dvéma vrcholy, pravé kdyz je tato hrana i v G.

Definice. (Barevnost grafu) Rikame, ze graf G ma (vrcholovou) barevnost x(G),
pokud mutzeme kazdy vrchol obarvit jednou z x(G) barev tak, aby zadné dva sou-
sedni vrcholy nemély stejnou barvu. Hranovou barevnost x g(G) definujeme obdobné,
ale barvime hrany, pfi¢emz dvé hran nesméji mit stejnou barvu, pokud maji spole¢ny
vrchol.

Cviceni. Plati x(G) < A(G) + 1.
Véta. (Brooksova) Pokud G neni tplny graf ani kruznice liché délky, tak plati:
X(G) < A(G).
Véta. (Vizingova) Pro graf G plati:
A(G) < xe(G) < A(G) + 1.

53



BAREVNE GRAFY PRO POKROCILE

Definice. (Perfektni graf) Perfekini graf je takovy graf, jehoz kazdy indukovany
podgraf mé piesné takovou barevnost, jako je velikost jeho nejvétsi kliky.

Véta. (Slaba véta o perfektnich grafech) Graf je perfektni, pravé kdyz jeho doplnék
je perfektni.

Véta. (Silna véta o perfektnich grafech) Graf je perfektni, pravé kdyz neobsahuje
Jjako indukovany podgraf Zadnou lichou diru (tj. kruznici liché délky alespoil 5) ani
lichou antidiru (tj. doplnék diry).
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Geometrické mnoziny bodu

STEPAN SIMSA

ABSTRAKT. Prispévek shrnuje zakladni geometrické mnoziny bodt a obsahuje fadu
prevazné snadnych tloh, k nimz jsou na konci uvedeny stru¢né postupy a vysledky.

Tvrzeni. Mmnozina bodii, které maji
(i) danou vzdélenost r od daného bodu S, je kruznice k(S,r).
) danou vzdélenost od dané piimky p, je dvojice pfimek rovnobéznych s p.
(iii) stejnou vzdélenost od dvou danych bodu A, B, je osa usecky AB.
(iv) stejnou vzdalenost od dvou danych piimek p, q, je dvojice piimek, které jsou
osami 1thli vytvorenymi pfimkami p, q.

p
-
/ p— ° ° \/
S A B /\
q
Véta. (Véta o obvodovém tihlu) Mnozina bodu, z nichZ je dand tsecka AB vidét
pod danym uhlem ¢, je dvojice kruznicovych obloukt symetrickych podle piimky

AB s krajnimi body A, B. Specialné pro ¢ = 90° je hledanou mnozinou kruznice
nad prumérem AB.

Lehounké dlozky

Priklad 1. Jsou dany rovnobézné piimky p, g. Najdéte mnozinu stfedi tsecek AB
takovych, Ze bod A lezi na p a bod B na q.

Piiklad 2. Je déna kruznice k a bod O. Uréete mnozinu stfedt vSech tsecek OP,
kde P probiha kruznici k.

Priklad 3. Jsou dany body A, B. Najdéte vSechny pfimky p, jejichz vzdalenost
od A je stejnd jako od B.

Piiklad 4. Je déna tisec¢ka AB. Uréete mnoZinu obrazit A’ bodu A v osové sou-
meérnosti podle libovolné pfimky prochézejici bodem B.
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Priklad 5. Uvniti kruZnice k se sttedem O je dén bod P. Urdete mnozinu st¥edii
vSech tétiv AB kruznice k, které prochazeji bodem P. Co kdyby bod P lezel vné
kruznice k7

Priiklad 6. Polem vede rovnd cesta, po které se rozjel autobus.

(i) Kde musi ¢lovék stét, aby autobus dostihnul, pokud bézi stejnou rychlosti,
jakou autobus jede?
(ii) Co kdyby ¢lovék vyrazel o minutu diiv?
(iii) Co kdyby byl ¢lovék dvakrat pomalejsi?

Priklad 7. Poramenech VX, VY pravého tthlu XVY se pohybuji body A, B tak,
ze usecka AB mé konstantni délku d. Uréete mnozinu stiedtt M tsecek AB.

Priklad 8. Je dana tsecka AB. Uvazme vSechny dvojice kruznic k, [, které se
dotykaji isecky AB postupné v bodech A, B a navic maji samy vnéjsi dotyk v T.
Urcete mnozinu boda 7.

BéZné priklady

Priklad 9. Na useéce AC je dén bod B. Urlete mnozinu druhych prusecika X
shodnych kruznic, z nichz jedna prochézi body A, B a druha body B, C.

Priklad 10. Osa thlu ABC protne stranu AC trojuhelniku ABC v bodé D. Na-
jdeme bod E v poloroviné urcené primkou BC' ve které nelezi bod A, tak, aby
|<BCE| = |<«BAC| a |CE| = |AD|. Dokazte, ze stfed tsetky DFE lez na BC.

Priklad 11. Urcete mnozinu stied vSech tseCek AB, jejichZ krajni body lezi na
dané pulkruznici .
Priklad 12. Bod C probihd pevny kruznicovy oblouk nad tétivou AB. Urcete

~vey

mnozinu opsist, tézist, ortocenter a vepsist vSech takovych trojuhelniki ABC.

Priklad 13. V roviné je ddna kruZnice k se stfedem S a bod A # S. Urcete
mnozinu opsist trojuhelnikit ABC, jejichz strana BC' je primérem kruZnice k.
(MO 56-A-1-5)

Priklad 14. Je déna kruznice k s tétivou AC, jez neni primérem. Na jeji tecné
vedené bodem A zvolime bod X # A a oznac¢ime D prusecik kruznice k s vnitikem
usecky XC (pokud existuje). Trojuhelnik ACD doplnime na lichob&znik ABCD
vepsany kruznici k. UrCete mnozinu priseéiki piimek BC a AD odpovidajicich
vSem takovym lichob&Znikim. (MO 59-A-I114)

Priklad 15. Bod C probihd pevny kruznicovy oblouk nad tétivou AB. Ozna¢me
P patu kolmice vedené stfedem M strany BC' na pfimku AC'. Urcete mnozinu bodi
P.

Piiklad 16. Uvnitf trojihelnika ABC je dan bod O tak, ze |[<OBA| = |[<OAC|,
|[<BAO| = |<OCB]| a |<BOC| = 90°. Uréete pomér |AC| : |OC].
(Moskva 2011)
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Piiklad 17. V trojuhelniku ABC plati |[<ABC| = 120°. Ozna¢me D, E, F
pruse¢iky os vnitinich Ghli u vrchola A, B, C s protéjsimi stranami. Ukazte, Ze
|<DEF|=90°.

Navody

1. Nakreslete pfimky vodorovné. Jak vysoko lezi stfed? (Vyjde osa pasu uréeného
piimkami p, g.)
2. Stejnolehlost. (Vyjde ,poloviéni* kruznice vzhledem k bodu O.)
3. Konstuujte te¢ny ke stejné velkym kruznicim se sttedy v A a B. (Vyjdou rov-
nobézky s AB a piimky skrz stfed AB.)
4. Ukazte, ze AABA’ je rovnoramenny. (Vyjde kruznice o stfedu B a poloméru
|BAl.)
5. Tétiva je kolméa na spojnici svého stiedu se stfedem kruznice. (Vyjde Thaletova
kruznice nad OP pt¥ipadné jeji oblouk.)
6. Mmnozina bod, ze kterych je clovek schopen autobus dostihnout v jistém pevném
bodé X, je kruh. Sjednofte tyto kruhy pfes vSechny pfipustné body X. (Vyjde
postupné polorovina, posunuté polorovina, thel o velikosti 60°.)
7. Vzdélenost stfedu prepony od vrcholu s pravym thlem je rovna poloviné délky
pfepony. (Vyjde ¢tvrtkruznice se stiedem V' a polomérem %d)
8. At vnitini spoleénd teéna v T protne AB v M. Pak |[MA| = |MT| = |MB]
(stejné dlouhé tec¢ny). (Vyjde kruznice nad primérem AB bez bodd A, B.)
9. Uhly <XAB a <BCX jsou obvodové k téze tétivé ze stejné velkych kruznic,
takze maji stejnou velikost. (Vyjde osa usecky AC'.)
10. Ozna¢me A’ obraz A podle osy <ABC. Pak A’'D a CFE jsou stejné dlouhé a
sviraji tyz thel s BC, tedy D je ,nad“ BC pfesné o tolik, o kolik je E ,pod“.
11. Vyjde vnitfek pulkruhu bez pilkruhti nad priméry uréenymi koncovymi body
t a jejim stfedem.
12. Vyjde po fadé bod, ,pfitietény*“ oblouk C ke stiedu strany AB, oblouk nad
AB odpovidajici thlu 180° — ~, oblouk odpovidajici thlu 90° + %’y (resp. oblouk
posunuty tak, aby prochézel A a B).
13. Mocnost S ke vSem takovym kruznicim je stejnd (|SB| - |SC|), takze druhy
prisecik kruznice opsané trojuhelniku ABC a AS je pevny a mnoZina opsist je
primka.
14. Dokreslete si bod F, prisecik tecen ke k z bodi A, C. Hledanou mnozZinou je
sjednoceni vnitika kratsich obloukt CE a AFE kruZnice opsané trojuhelniku FAC.
15. Ukazte, ze vSechny takové pfimky prochazeji stfedem X tétivy kolmé na AB
skrz B. Vyjde pak Thaletova kruznice nad AX.
16. Zacnéte od ABOC, nakreslete obraz C’ bodu C ptfes OB a ukazte, Ze A je
bod dotyku te¢ny z C' ke kruznici opsané ABOC’. Z mocnosti vyjadiete hodnotu
poméru v/2.
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17. Ukazte, ze D a F' jsou pripsisté trojuhelnikai AEB a ECB.

Literatura a zdroje

Chtél bych podékovat Pepovi Tkadlecovi, jehoz prispévek jsem témeéf beze zmén
prevzal.

[1] Nathan Altschiller-Court: An Introduction to the Modern Geometry of the
Triangle and the Circle, Dover Publications, New York, 2007.
[2] V. V. Prasolov: Zadachi po planimetrii, MCCME, Moskva, 2006.

[3] http://www.problems.ru
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Dokonala cisla

RADO VAN SVARC

ABSTRAKT. Tzv. dokonald cisla, tj. ¢isla, kterd jsou rovna souctu svych délitelu,
fascinovala matematiky jiz od starovéku. V prispévku je uvedeno nékolik znamych
tvrzeni jak o dokonalych ¢islech obecné, tak specificky o sudych a lichych dokonalych
¢islech.

Definice. Jako funkci o(n) budeme znadit soucet vsech délitelt ¢isla n véetné n.
Napiiklad 0(1) =1,0(2)=14+2=3,0(12) =14+2+3+4+6+ 12 = 28.
Definice. Dokonalym éislem nazveme takové ¢islo n, pro které o(n) = 2n. Jinymi
slovy, dokonala ¢isla jsou soucty svych délitelit mensich nez ona sama. Napriklad 6
je dokonalé ¢islo, protoze Sestku déli 1, 2, 3 a 6, pfiCemz 6 = 1 4+ 2 + 3, nebo téz
o(6)=14+2+3+6=12.

Tvrzeni. Pro dvojici nesoudélnych p¥irozenych ¢&isel x a y plati o(zy) = o(z)o(y).
Této vlastnosti se iika multiplikativita .

7 vs

Tvrzeni. Pro dokonalé ¢islo n plati
1
- =2.
23
d|n

Dusledek. Pokud m an jsou dokonald cisla, pak m t n.

Suda dokonala dcisla

Véta. (Eukleides) Pokud 2P — 1 je prvocislo, pak 2P~1(2P — 1) je dokonalé ¢islo.

Vé&ta. (Euler) Pokud n je sudé dokonalé ¢islo, tak se da zapsat jako 2P~1(2P — 1),
kde 2P — 1 je prvocislo.

Uloha. Rado nasel sudé dokonalé ¢islo n vétsi nez 6. Libilo se mu, jak je zapsané,
a tak mu secetl vSechny cifry a jejich soucet si oznacil jako S(n). Poté tuto operaci
zopakoval a dostal S(S(n)). Ukazte, Ze po dostateéné dlouhém opakovéani téchto
operaci nakonec dostal jednicku.

Véta. (Heathova) Kazdé sudé dokonalé ¢islo vétsi nez 6 se da zapsat jako soucet
tretich mocnin nékolika riiznych lichych prirozenych cisel.
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Intermezzo s Glozkami

Uloha 1. Dokonalé &islo n > 6 je délitelné tiemi. Ukaite, Ze 9 | n.
(Rusko 2000)

Uloha 2. Dokonalé ¢islo n > 28 je délitelné sedmi. Ukazte, ze 49 | n.
(Rusko 2000)

Uloha 3. Necht p je nejmensi prvoéiselny délitel dokonalého ¢isla n > 6. Potom p
déli n v sudé mocniné. (IMC 2014)

A co licha?

Vé&ta. (Ochem-Rao) Pokud n je liché dokonalé ¢islo, pak n > 101590,

Véta. (Nielsen-Norton) Pokud n je liché dokonalé ¢islo, mé alespori 12 riznych
prvociselnych délitelii. Pokud neni délitelné tfemi ani péti, ma jich alespor 15. Pokud
navic ani sedmicka nedéli n, ma n alespon 27 riznych prvociselnych déliteli.
Véta. (Ochem-Rao) Pokud n je liché dokonalé ¢islo, pak ma alespori 101 prvoci-
selnych déliteld, kde prvociselné délitele pocitame s nasobnosti.

Véta. (Goto-Tannucci) Pokud n je liché dokonalé ¢islo, pak jeho nejvétsi prvo-
¢iselny délitel méa velikost alespori 107, druhy nejvétsi alespori 10* a tieti alespori
102.

Véta. Liché dokonalé ¢islo n lze zapsat jako q° - p3® - p3®® - - -pza’“, kde q i e davaji
zbytek 1 po déleni ¢tyfmi.

Véta. (Touchard) Pokud n je liché dokonalé ¢islo, pak budn =1 (mod 12), nebo
n=9 (mod 36).

Véta. (Nielsen) Pokud n je liché dokonalé ¢islo s k riiznymi prvociselnymi déliteli,
pak n < 2%".
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Isogonal Conjugates

RADO VAN SVARC

ABSTRAKT. Isogonal conjugates a préace s nimi je oblibené téma moderni eukleidovské
geometrie. V prispévku jsou popsana néktera zakladni tvrzeni, po kterych nasleduje
né&kolik tloh, které se isogonal conjugates bud zabyvaji, nebo je pfimo vyuzivaji.

Definice. Necht bod P lezi v roviné trojuhelniku ABC. P¥imky AP, BP a CP
zobrazime podle os thlt <CAB, <ABC a <BC A. Pokud se tyto tfi pfimky protinaji

v jednom bodé @, pak tento bod nazveme isogonal conjugate bodu P vzhledem
k AABC.

Tvrzeni. Pokud P nelezi na kruznici opsané ANABC, pak vzhledem k AABC m4
P isogonal conjugate.

Tvrzeni. (Six feet theorem) Necht P a @ jsou isogonal conjugates vzhledem
k NABC. Necht P, je projekce bodu P na BC'. Analogicky definujme Py, P., Qq,
Qp a Q.. Pak P,, Py, P., Q., Qp» a Q. lezi na jedné kruznici, jejiz stied splyva se
stiedem PQ).

Umluva. Budeme pouZivat opsisté, vepsisté a pripsisté jako zkriceny pojem pro
stfed kruznice opsané, kruznice vepsané a kruznice piipsané. Navic budeme misto
yortocentrum*“ pouzivat pojem kolmiste.

Umluva. Pokud nebude feceno jinak, pak v trojihelniku ABC bude I, O a H
oznacovat vepsisté, opsi§té a kolmisté.

Priklad. V trojuhelniku ABC je I sviyj vlastni isogonal conjugate. Déle pokud F
je A-pripsisté, pak i ono je svym vlastnim isogonal conjugate.

Priklad. Body O a H jsou isogonal conjugates vzhledem k AABC.

Tvrzeni. V trojihelniku ABC' oznac¢ime body dotyku kruznice vepsané s BC,
CA, AB jako D, E, F. Body dotyku kruznic pfipsanych se stranami BC, CA a AB
si oznacime jako X, Y, Z. Pak trojice primek AD, BE a C'F se protina v jednom
bodé a stejné tak i trojice pfimek AX, BY , CZ.

Definice. Ve vyse pouzitém znaceni se prusecik AD, BE a C'F nazyva Gergonniv
bod. Pro prusecik AX, BY, CZ se pouziva oznaceni Nageliv bod.
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Priklad. Necht H~ je stied zdporné stejnolehlosti, kterd prevadi kruZnici vepsa-
nou AABC na kruZnici tomuto trojihelniku opsanou. Potom H~ je isogonal con-
jugate Gergonnova bodu.

Pi#iklad. Necht H™ je stied kladné stejnolehlosti, kterd prevadi kruznici vepsanou
AABC na kruznici tomuto trojithelniku opsanou. Potom H™ je isogonal conjugate
Nagelova bodu.

Piiklad. (Brocardovy body) Uvnitt AABC lezi dvojice bodt P a @ tak, ze
IPAB =<PBC =<PCA=¢ a <QBA=<QCB=<QAC =¢.

Potom tyto dva body jsou isogonal conjugates.

OH, oni jsou kamaradi!

Uloha 1. V tétivovém &tyithelniku ABCD si oznaéme prisecik thlopticek jako
P. Dale si ozna¢me opsisté ¢tyruhelniku ABCD jako O a opsisté trojuhelnika APB,
BPC, CPD a DPA jako 01, 02, 03 a 04. Ukaite, ze pfimky PO, 0103 a 0204
se protinaji v jednom bodé. (Cina 1990)

Uloha 2. Ukazte, Ze rovnost [[H| = |IO| plati pravé tehdy, kdy# jeden z thla
trojihelniku je roven 60°.

Uloha 3. V AABC osa tisecky BH protina strany AB a BC v bodech D a E.
Ukazte, ze <BOD = <BOE. (Crux)

Uloha 4. V AABC lezi body D a E na stranich AB a BC tak, e ¢tyfahelnik
ADEC je tétivovy. Kruznice opsand ADBE protne stranu AC' ve dvou bodech X
a Y. Necht M je stted XY. Ukaizte, e BM L AC. (Baltic Way 2010)

Uloha 5. Kruznice kq a ko se stiedy I; a I se protinaji ve dvou bodech A a B.
Necht je tthel I; Als tupy. Teéna ke k1 v bodé A protiné ks jesté v bodé C a tecna ke
ko v bodé A protind k; jesté v bodé D. Oznacme ks kruznici opsanou trojihelniku
BCD. Necht E je stied toho oblouku C'D kruZnice k3, ktery obsahuje bod B. Ptimky
AC a AD protinaji k3 po fadé jesté v bodech K a L. Dokazte, Ze pfimky AF a KL
jsou navzajem kolmé. (MEMO 2011)

Dalsi hratky s isogonal conjugates

Uloha 6. Elipsa s ohnisky P a @ se dotyka stran AABC. Ukazte, ze P a @Q jsou
isogonal conjugates.

Uloha 7. V roviné trojthelniku ABC lezi kruznice k se stiedem X. Tato kruznice

protind stranu AC v bodech B; a Bs. KruZnici nad prumérem B;Bs nazveme k.

Analogicky vytvorime kruznice k, a k.. Poten¢ni stied k,, kj, a k. oznac¢me jako Y.

Ukazte, ze X a 'Y jsou isogonal conjugates. (zobecnéné IMO 2008)
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Uloha 8. (General Feuerbach Theorem) Body P a  jsou isogonal conjugates
v AABC a pfitom plati, ze P, @ a O leZi na pfimce. UkaZte, Ze kruZnice opsana
projekcim bodid P a @) na strany trojuhelniku se dotyka kruznice deviti boda.

Uloha 9. Nechf P a @ jsou isogonal conjugates v AABC' s kruznici opsanou 2.
Prisec¢ik BP s Q) rizny od B ozna¢me D. Pfimka DO protne AC a Q v M a N.
Pokud BA < BC, ukazte, z2e <AMP = <QNB. (Zobecnéné Rusko 2005)

A je takova hloupost viibec k nééemu?

Uloha 10. Uvnit# trojthelniku ABC je dén bod P. Necht A/, B’, C' jsou paty
kolmic z P na pfislusné strany. Kruznice opsand AA’B’C’ protina stranu BC' po-
druhé v bodé A”. Na tisece A” B’ nalezneme bod X takovy, ze <X AC = <PAB.
Ukaste, ze <AXDB = 90°. (iKS 1 - G3)

Uloha 11. Je dén thel o velikosti a s hlavnim vrcholem A sevieny mezi polop¥im-
kami uy a ug vychazejicimi z A. Uvniti thlu ujus je ddn bod B nelezici na jeho ose
a je dana velikost thlu g8, kde a < 8 < 180°. Uvazme vSechny mozné dvojice boda
X, Y takové, ze X € u1, Y € ug, A lezi mimo thel X BY a <X BY = . Pak kazdy
z bodi A, B ma tu vlastnost, Ze vidi isecku XY stale pod stejnym thlem. Ukazte,
Ze existuje tieti bod s touto vlastnosti. (1KS 4 - G6)

Uloha 12. Je déan trojihelnik ABC a jeho kruznice opsana. Bod P je stiedem
oblouku BAC'. KruZnice nad primérem CP protind osu tthlu BAC v bodech K a
L, kde AK < AL. Bod M je obrazem bodu L v osové soumérnosti podle pfimky
BC'. Ukazte, Ze kruznice opsand trojuhelniku BK M prochézi stfedem BC.

(CPS 2013)

Uloha 13. V konvexnim &tyfahelniku ABCD plati, Zze piimka BD neptili ani

thel <ABC, ani <CDA. Bod P lezici uvnitt ABCD spliuje <PBC = <DBA a

<PDC = <BDA. Ukazte, ze ABCD je tétivovy pravé tehdy, kdyz AP = CP.
(IMO 2004)
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Navody

1. Diky isogonélnosti O s H a tétivovosti ABCD je O1P 1 CD a analogicky pro
ostatni, z ¢ehoz plyne, ze O1 PO30 a O3 P0O30 jsou rovnobézniky.

Bud je ABIH = ABIO, nebo je BOIH tétivovy ¢tyftuhelnik.

Ukazte ABOC ~ ABDH a pouzijte spiralni podobnost.

Pokud S je opsisté ABDFE, pak BS 1 AC.

Vyuhlete, Zze F je opsisté AACD.

Pokud se elipsa dotykda AC v D, pak <PDA = <QDC. Preklopte @) podle
stran.

S 9k W

7. Dokreslete stiedy kg, kp a k.. Chordéla je kolméa na jejich spojnici. Stied k lezi
na osach BjBs a dalsich dvou analogickych osach.

8. Necht PQ protind kruznici opsanou AABC v X a Y. Pak Simsonovy ptimky
X aY jsou na sebe kolmé a protinaji se pravé v nasem bodé dotyku.

9. Dokreslete D' € Q tak, ze DD’ | AC. S trochou thleni dostaneme APAD ~
ANAQD'. Potom dostaneme APDM ~ AND'Q a AAMD ~ ANAD'.

10. Dokreslete isogonal conjugate k P a pouZijte six feet theorem. Dotihlete.

11. Ten bod je isogonal conjugate k B vzhledem k (libovolnému) trojahelniku
X AY . Na dokazani toho, Ze je to pro vSechny ten samy bod, pouZijte definici isogonal
conjugate jako stred kruznice opsané obraztim pies strany.

12. Ukazte, ze K a L jsou isogonal conjugates a dothlete.
13. Body A a C jsou isogonal conjugates vzhledem k ABPD.

Zdroje
Jako primérni zdroj bych rad oznacil prispévek od Michala ,Kennyho“ Rolinka,
kterému bych timto chtél podékovat.

[1] Michal Rolinek: Antirovnobéznost
2] Andras Hraské: The Isogonal Conjugate
] Yufei Zhao: Lemmas in Euclidean Geometry
]

Tran Quang Hung, Pham Huy Hoang: Generalization of a Problem with
Isogonal Conjugeta Points

[6] www.artofproblemsolving.com
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Cevova a Menelaova véta

MARTIN TOPFER

ABSTRAKT. Prednaska se zabyva pokrocilejsimi metodami FeSeni geometrickych tloh
s vyuzitim poméra. Dikladné si procvicime Cevovu a Menelaovu vétu a ukazeme si,
jak vypada uloha, kde jdou pouzit.

Jak na poméry v geometrii

Vétsina jednodussich geometrickych tuloh se da rozdélit na dvé zakladni skupiny
podle zpiisobu feSeni — na ty, kde se hlavné pocitaji tihly, a na ty, kde vyjadiujeme
poméry délek tisecek. My se budeme zabyvat tou druhou skupinou. Pti feSeni tako-
vych tloh se pouziva hlavné podobnost, mocnost bodu ke kruznici, sinova véta nebo
Cevova/Menelaova véta.

Sinova véta

Véta. (Sinova véta) Pro kazdy trojuhelnik ABC' s vnitinimi tihly o, 3, v, stranami
a, b, ¢ a polomérem kruznice opsané R plati

a b c

— = ——=——=2R.
sino  sinf8 siny

Priklad 1. Méjme trojuhelnik ABC, prisec¢ik osy thlu ACB se stranou AB

ozna¢me P. Dokazte, Ze
|AP|  |AC]|
|BP|  |BC|

Cévova véta

Véta 2. (Cevova) Je déan trojihelnik ABC. Body X,Y a Z jsou po fadé vnitfni
body stran BC, AC a AB. Piimky AX, BY a CZ prochazeji jednim bodem, pravé
kdyz plati
|AZ|-|BX]|-|CY| _
|BZ|-|CX|-|AY|

1.

Priklad 3. Pomoci Cévovy véty dokazte, Ze se téznice protinaji v jednom bodé.
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Priklad 4. Ozna¢me X, Y, Z ty body trojuhelnika ABC, ve kterych se kruz-
nice vepsana dotyka jeho obvodu. Dokazte, ze se jim prislusné ceviany se protinaji
v jednom bodé.

Priklad 5. Je dan trojuhelnik ABC' a jeho vnitini bod P, ktery lezi na téZnici

z vrcholu C. Ozna¢me X prusecik piimky AP se stranou BC a Y prusecik BP a
AC. Ukazte, ze |AC| = |BC|, vite-li, ze ABXY je tétivovy.

Priklad 6. Mgjme trojuhelnik ABC. Na vysce AAg zvolme bod P. Dile BP N
NAC = K a CPNAB = L. Dokazte, ze |<BA K| = |[<CAyL|.

Piiklad 7. (Goniometricky tvar Cévovy véty) Je déan trojihelnik ABC'. Body X,
Y a Z jsou po fadé vnitini body stran BC, AC a AB. P¥imky AX, BY a CZ
prochézeji jednim bodem, pravé kdyz plati

sin(<ACZ) - sin(«BAX) - sin(«CBY)

=1
sin(<«BCZ) - sin(«CAX) - sin(<ABY)

Piiklad 8. Pomoci goniometrického tvaru Cevovy véty dokazte, Ze se a) vysky, b)
osy uhla protinaji v jednom bodé.

Piiklad 9. (O existenci isogonal cojugate) Méjme trojihelnik a v ném t¥i cévidny
protinajici se v bodé P. Kazdou z nich nyni zobrazime v osové soumérnosti podle osy
ahlu (toho, ze kterého ona cévidna vychdzi). Tim ziskdme tii jiné céviany. Dokazte,
7e 1 ty se protinaji v jednom bodé. Tomuto bodu se fika isogonal cojugate k bodu
P.

Priklad 10. Mgéjme trojuhelnik ABC a AL, BM, C'N jsou jeho vysky. Dokazte, ze
se kolmice z bodu A, B a C' postupné na pfimky M N, LN, LM protinaji v jednom
bodé.

Menelaova véta

Véta. (Menelaova) Je ddn trojuhelnik ABC. Body X,Y a Z jsou po Fadé body na
pfimkdach BC, AC a AB (jeden z nich je vné ANABC'). Body X, Y a Z lezi v piimce,
praveé kdyz plati

|AZ| - |BX|-|CY]| _

=1.
|BZ|-|CX|-|AY|

Priklad 11. Dokazte, Ze body, v nichZ se protnou strany trojihelnika ABC' s osami
dvou vnit¥nich a zbyvajiciho vnéjsiho thlu, lezi v pfimce.

Priklad 12. Kruznice prochézejici vrcholy B a C trojthelnika ABC' se protne se
stranou AB v bodé P a se stranou AC v bodé R. Ozna¢me PRN BC = Q. Dokazte,
ze
QC| _ |RC] - |AC
QB ~ |PB|-[AB
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Priklad 13. Mgjme trojuhelnik ABC a pfimku vedouci pies tézisté trojuhelnika,
ktera protne strany AB a AC postupné v bodech M a N. DokaZte, Ze

|CN| | [BM]| _ 1
vt pra Tt
Priklad 14. Necht ABC je rovnoramenny trojuhelnik s |[AC| = |BC/|. KruZnice
vepsand se dotyka stran AB a AC postupné v bodech D a E. Bodem B vedeme
pfimku riznou od BE, kterd protne kruznici vepsanou v bodech F' a G. Necht AB
protind pfimky EF a EG postupné v bodech K a L. Dokazte, ze |[DK| = |DL|.
(MEMO 2008)

Té&Zzsi alohy

Nyni si spoé¢itame nékolik lloh. Bude dobré védét, ze Cevova véta plati i pro bod vné
trojihelniku a Menelaova véta i pro pfimku, kterd trojihelnik neprotne (oba diikazy
se délaji obdobné). Nezapomeiite pouZivat také mocnost, podobnost, sinovou vétu
nebo dokonce kombinovat vice Cévovych/Menelaovych vét. Jak se na tloze poznd,
7e mizeme pouzit Cévovu nebo Menelaovu vétu? Posudte sami.

Priklad 15. Strany AB, BC, CD a DA ¢&tyirauhelniku ABC D protne piimka po-
stupné v bodech K, L, M a N. Dokazte, ze

|BL|-|AK|-|DN|-|CM|

=1.
[LC|- |K B[ - [NA[- [MD|

Priklad 16. Mg¢&jme ostrotuhly trojuhelnik ABC' a jeho vysky AA’, BB’'. Zvolme
bod D na oblouku ACB kruznice opsané trojuhelniku ABC. Bud AA’NBD =P a
BB’ N AD = Q. Ukazte, ze stied tsecky PQ lezi na A’'B’.

Priklad 17. Necht ABC je trojuhelnik a M je jeho vnitini bod, ktery zaroven
lezi na ose thlu . Pfimky AM, BM a CM protnou kruznici opsanou trojihelniku
ABC postupné v bodech A’, B’ a C'. Dale A/C' " BC = P a B'C' N AC = Q.
Dokazte, ze PQ || AB. (Indie 2010)

Piiklad 18. Je dany konvexni Sestitthelnik ABCDEF, kde |<FAB| = |<BCD|
a |[<BCD| = |<DEF| a |AB| = |BC|, |CD| = |DE|, |EF| = |FA|. Dokazte, ze
pfimky AD, BE a CF se protnou v jednom bodé. (Trojstfetnuti 2008)
Priklad 19. V trojuhelniku ABC zvolme body E a F tak, ze E € AB, F € AC
a zéroven |AE| = |AF|. Dale bod M je stied strany BC' a EF N AM = (. Dokaite,
ze

QE| _ |AC|

|QF|  |AB|
Priklad 20. Teény kruznice opsané AABC v bodech A, B a C protnou strany
BC, AC a AB postupné v bodech P, @ a R. Dokazte, ze P, (Q a R lezi na jedné
primce.
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Priklad 21. O trochu jiny tvar goniometrické Cevovy véty, avSak stejné dobie
pouzitelny: Je dan trojuhelnik ABC. Body X, Y a Z jsou po fadé vnitini body
stran BC, AC a AB. Pfimky AX, BY a CZ prochézeji jednim bodem pravé tehdy,
kdyz plati

sin(<AY Z) - sin(«BZX) - sin(<«CXY)

sin(<AZY) - sin(«BX Z) - sin(<«CY X)
Priklad 22. Mg¢éjme t¥i cevidny AX, BY a CZ trojuhelnika ABC protinajici se
v jednom bodé. Ozna¢me P, ), R po fadé stiedy tsecek YZ, X7, XY. Dokazte,
ze primky AP, BQ a C'R prochézeji jednim bodem. (Mathematical Reflections)

Priklad 23. Necht se ceviany AK, BL a CM v trojihelniku ABC protinaji v jed-
nom bodé. Oznacime-li KLNAB = X, LMNBC =Y a KMNAC =Y, pak dokazte,
ze X, Y a Z lezi na jedné primce.

Priklad 24. V trojihelniku ABC jsou body P, @ a R stiedy stran AB, BC a
AC. Ceviany AN, BL a CM se protinaji v jednom bodé. Déle PL N BC = J,
MQNAC =1a NRNAB = H. Dokaite, ze H, I a J lezi na jedné primce.

Priklad 25. Je dany trojuhelnik ABC. Kruznice dotykajici se strany BC' v jejim
stfedé protne strany AB a AC v bodech R, R' a S, S’. Bud RSN BC = P a
R'S'N BC = P’'. Dokazte, ze |BP'| = |CP|.

Piiklad 26. (Pascalova véta) Body A, B, C, D, E a F lezi na jedné kruZznici
v libovolném poradi. Necht ABN DE = L, BOCNEF = M a CDNFA = N.
Dokazte, ze body L, M a N lezi na jedné piimce.

Priklad 27. Je dany étyfuhelnik ABCD a body Q = ADNBC, P=ABNCD,
R=ACNBD, K =QRNAB,L=PRNBC=LaT=ACnNPQ. Dokazte, ze K,
L a T lezi na jedné pfimce.

Priklad 28. (Van Aubelova véta) Méjme trojihelnik ABC a v ném cevidny AL,
BM a CN, které se protinaji v bodé P. Dokazte, ze

|AP|  |MA] n |AN|
|PL|  |CM| " |NB|
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ABSTRAKT. Pravdépodobnostni metoda je zpusob dukazu existence kombinatoric-
kych objektta ,,pocitanim“. Navic pro mnoho dilezitych objektl je to jediny znamy
dukaz. Pouziti pravdépodobnosti ndm oproti pocitani moznosti nejen vypocet zjedno-
dussi, ale poskytne nam i pokrocilejsi techniky, jak potfebné odhady dokazat.

Pravdépodobnostni metodu pouzivame hlavné na diukaz existence néjakych ma-
tematickych objektt. Misto snahy o konstrukci (kterd mnohdy ani neni zndma4) se
pokusime najit néjaky postup vyuzivajici pravdépodobnost, o kterém dokazeme, ze
s nenulovou pravdépodobnosti uspéje. Z toho jiz nutné vyplyva existence hledaného
objektu.

Definice. FElementdrnim jevem nazyvame kompletni situaci, kterad nastala po na-
hodném procesu, tedy napriklad ,Na prvni kostce padla trojka, na druhé dvojka
a na tfeti trojka.“ Jevem pak nazyvame néjakou vlastnost takové situace, napfi-
klad ,,Na prvni kostce padlo sudé ¢islo.“ Pravdépodobnost, Ze jev A nastal zna¢ime
P(A). Symbolem AN B zna¢ime, Ze nastal jev A a soucasné nastal jev B, a AU B
znaéi, Ze nastal jev A nebo nastal jev B. Nezdwvislé jevy jsou takové, pro které plati
P(ANB)=P(A)-P(B).

Tvrzeni. (Union bound) Necht Ay, As,... A, jsou jevy (nemusi byt nezavislé).

Pak
n n
P (U AZ) <Y P(4).
i=1 i=1
Priklad 1. V jazykové skole se vyucuje 2n jazyki. Kazdy z 500 mistnich uciteli
umi mluvit alesponn n jazyky. Dokazte, Ze najdeme 14 nebo méné jazykt tak, aby
kazdy ucitel mluvil alesponi jednim z nich.

Reseni. Zvolme si ndhodnou 14-tici jazykt (uspofddanou, jazyky se mtuizou opa-
kovat) a pevného ucitele. Pravdépodobnost, Ze tento ucitel neznd prvni jazyk, je
nejvysSe 1/2, stejné tak u druhého jazyku, atd. Celkem je tedy pravdépodobnost,
7e tento ucitel nezna ani jeden ze 14 jazykt, rovna 2. Za pomoci tvrzeni vyse
ziskdvame, Ze pravdépodobnost, Ze alespon jeden ucitel neznéd ani jeden z téchto
14 jazykd, je nejvyse 500 - 2714, Tedy pravdépodobnost, Ze vSichni ucitelé znaji
alespoii jeden z téchto 14 jazykt, je 1 — (500 - 2714) > 0. A nyni pi¥ichézi klicova
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myslenka pravdépodobnostni metody: Ma-li jev nenulovou pravdépodobnost, miize
nastat. Tedy opravdu existuje 14-tice jazykt takova, ze kazdy ucitel mluvi alespon
jednim z nich.

Priklad 2. Jsou ddna nesoudélnd pfirozend ¢isla m, n. Jaky je pocet cest po miizce
v obdélniku m x n z levého dolniho rohu do pravého horniho, které vedou jen doprava
a nahoru a jsou celé pod thloptickou? (MKS 26-5)

Priklad 3. Ve skupiné 90 déti mé kazdé alespoii 30 kamarada (kamarddstvi je
vzéjemné). Dokazte, Ze lze déti rozdélit do t¥i 30-¢lennych skupin tak, aby kazdé
dité mélo ve své skupince alespoii jednoho kamarada. ( MO 61-11T )

Priklad 4. Matematické soutéze se i¢astnilo 200 studenttt, kazdy z nich fesil Sest
uloh. Je znamo, ze kazdou tlohu spravné vyresilo alespon 120 studenti. Dokazte, Ze
muzeme najit dva studenty, ktefi dohromady vytesili vSechny tlohy. (IMC 2002)

Piiklad 5. Ukazte, Ze je mozné obarvit prvky mnoziny {1,2,...,1987} ¢tyfmi
barvami tak, aby neexistovala jednobarevna desetiprvkovéa aritmetickd posloupnost.
(IMO 1987)

Priklad 6. V roviné je dano 100 bodt v obecné poloze. Dokazte, Ze pocet ostro-
thlych trojihelnikt neptekracuje 70% pocétu vSech trojuhelniki. (IMO 1970)

Piiklad 7. (Dolni odhad na Ramseyova ¢isla) Dokazte, ze hrany tiplného grafu na
2k/2 yrcholech je mozné obarvit dvéma barvami tak, aby v nich nebyl Zadny aplny
jednobarevny podgraf na k vrcholech.

Priklad 8. V tabulce 100 x 100 jsou napsand ¢isla 1,2,...,5000, kazdé pravé
dvakrat. Dokazte, Ze je mozné vybrat 100 ¢isel tak, ze z kazdého sloupce a z kazdého
fadku vybereme pravé jedno ¢islo, a navic budou tato ¢isla rizna.

Stfedni hodnota

Definice. Ndhodnd veli¢ina je realné Cislo, které spo¢teme na zakladé elementar-
niho jevu, tedy naptiklad ,cislo, které padlo na prvni kostce“ nebo ,pocet kostek,
na kterych padla trojka‘“.

Definice. Stredni hodnota ndhodné veliciny X je jeji pramérnd hodnota a znaci
se E(X). Pfesnéji je E(X) vézeny aritmeticky pramér pfes vSechny hodnoty X na
elementarnich jevech, kde vahy jsou pravdépodobnosti téchto jevi.

Tvrzeni. (Poditani stfedni hodnoty)

(1) Bud A jev a I ndhodna veli¢ina, kterd dava nulu resp. jednicku, pokud A
nastal resp. nenastal. Pak E(I14) = P(A).

(2) Necht X, Y jsou ndhodné veli¢iny, pak E(X +Y) = E(X) + E(Y).

(3) Necht X je ndhodnd veli¢ina a r realné ¢islo, pak E(r - X) =r - E(X).
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Pozor! Dalsi zobecnéni tohoto tvrzeni, jako napiiklad E(X -Y) = E(X) - E(Y), jiz
obecné neplati.

Tvrzeni 9. (pouZiti stfedni hodnoty) Bud X ndhodné veli¢ina. Pak existuje ele-
mentérni jev, na kterém X < E(X), a také jiny elementarni jev, na kterém X >
E(X).

Pfiklad 10. Necht F je mnozina vSech n-tic (Aj, A, ..., A,), kde kazdé A; je
podmnozinou {1,2,...,1998}. Ozna¢me |A| pocet prvkt mnoZiny A. Najdéte hod-
notu
> [AUA U UA,
(A1,As,..,Ay)

(APMO 1998)

Priklad 11. V Sachovém turnaji, kterého se ztacastnilo 40 hrac¢a, se odehralo cel-
kem 80 partii, pricemz zadné dvojice spolu nehrala vickrat. Ukazte pro co nejveétsi
n, ze existuje n hracu, ktefl mezi sebou nesehrali zadny zapas.

Priklad 12. V soutézi je a soutézicich a b porotci, kde b > 3 je liché ¢islo. Kazdy
porotce hodnoti kazdého soutéziciho bud jako ,,dobry*, nebo jako ,Spatny“. Pred-
pokladejme, ze k je takové cislo, Ze pro libovolnou dvojici porotcti se jejich hlasy
shodovaly u nejvyse k soutézicich. Dokazte nerovnost k/a > (b —1)/(2b).

(IMO 1998)

Priklad 13. V turnaji n hrac¢a hral kazdy s kazdym pravé jednou. Hamiltonovska
cesta je takové usporadani n hraci, ze prvni porazil druhého, druhy ttetiho, ... Do-
kazte, Ze turnaj mohl dopadnout tak, Ze existovalo alespoii n!/2"~! hamiltonovskych
cest.

Piiklad 14. Na veéirku je n > 2 lidi, néktefi se znaji'. Dokazte, Ze existuji dva
lidé A, B takovi, Ze mezi zbylymi n — 2 najdeme L%J — 1 1idi, kteri maji stejny vztah
k Aik B.

Priklad 15. Mg¢&jme graf G s n vrcholy a m > 4n hranami. DokaZte, Ze kdykoli

takovy graf nakreslime do roviny, bude obsahovat alesponi m3/(64n?) praseciki.
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LVztah znét se je vzajemny.
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