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Preklapéni tecen

ANICKA DOLEZALOVA

Na leh¢ich tlohach si ukazeme, jak vyuzit ,stejnost tecen“, tedy fakt z nasledujiciho
tvrzeni:

Tvrzeni. Méjme kruznici k a bod A lezici vné kruznice. Vedme bodem A te¢ny ke
k, body dotyku s kruznici ozna¢me B, C. Pak |AB| = |AC)|.

C

Tvrzeni. Primky p a q jsou spole¢nymi vnéjsimi te¢nami kruznic k1 a ko. Pfimka
p se kruznice k1 dotyka v bodé A a kruznice ke v bodé B, pfimka q se kruznic dotyka
v bodech C a D. Ukazte, ze
(i) [AB| =|CD|,
(ii) pokud se kruznice neprotinaji a jejich vnitini te¢na r protind piimky p a q
v bodech X aY, pak |AB| = |CD| = |XY]|.

Tvrzeni. Kruznice vepsana trojihelniku ABC se dotyka stran BC, CA a AB po
fadé v bodech D, E a F. Ukazte, %e |AE| = |AF| = =bbte,

Tvrzeni. V trojihelniku ABC se kruZnice pripsand strané BC' dotyka piimek BC,
CA, AB po radé v bodech D, E, F. Ukazte, ze
(i) |AE| = |AF| = sk,
(i) |BD| = |BF| = “=¢, |CD| = |CE| = *=*<
(iii) body dotyku s vepsanou a p¥ipsanou kruznici jsou stfedové soumérné podle
stredu piislusné strany.



PREKLAPENI TECEN

Priklad 1. Mgéjme kruznici k se stiedem S o poloméru 1 a bod P takovy, Ze
|PS| = 3. Timto bodem vedme te¢ny ke kruznici k, které se ji dotknou v bodech
A, B. Déle si zvolme libovolny bod T kratsiho oblouku AB kruznice k a jim vedme
teénu ke k. Tato tecna protne tsecky AP a BP v bodech X a Y. Urcete obvod
trojihelniku PXY'. (N4boj 2008)

Priklad 2. Je déan trojuhelnik ABC s kruznici vepsanou k. Body X a Y lezi na
strandch AB a AC tak, ze XY je te¢na kruznice k. |AB| =6, |[BC| =7, |CA| = 8.
Urcete obvod trojuhelniku AXY'.

Priklad 3. Mg¢jme trojuhelnik ABC'. Nakreslime tfi te¢ny k jeho vepsané kruznici
tak, ze kazda odfizne jiny z vrchold trojuhelniku. Obvody odfiznutych trojihelnikt
jsou 1, 2 a 3. Dokazte, ze ptivodni trojuhelnik byl pravothly. (MKS 32-6-3)

Piiklad 4. Je dan rovnobéznik ABCD, kde |AB| > |BC|. Body K a M jsou body
dotyku kruznic vepsanych trojuhelnikim ACD a ABC' s thloptickou AC. Body L
a N jsou stejnym zpisobem body dotyku kruznic vepsanych trojihelnikiim BCD a
ABD s BD. Dokazte, ze KLMN je obdélnik. (MO 54-A-1-2)

Tvrzeni. (O te¢novém ¢tyftihelniku) Je dédn ¢étyfahelnik ABCD, ktery ma vepsa-
nou kruznici (dotykd se vSech ¢tyf stran). Ukazte, ze |AB| + |CD| = |BC| + |AD|.

Piiklad 5. Je dan ¢tyftuhelnik ABCD tak, ze |AB|+|CD| = |BC|+|AD]|. Dokazte,
ze kruznice vepsané trojuhelnikim ABC a ADC se thlopricky AC dotykaji v jednom
bodé.

Piiklad 6. Je dan étyfahelnik ABCD tak, ze |AB|+|BC| = |CD|+|AD|. Kruznice
vepsané trojihelnikim ABD a C'BD se thlopticky BD dotykaji v bodech X a Y.
Dokazte, ze body X a Y jsou stejné vzdaleny od stfedu tusecky BD.

Priklad 7. Na pifimce a, na niz lezi strana BC' trojihelniku ABC| jsou ddny body
dotyku vSech t¥{ mu ptipsanych kruznic (body B a C nejsou znamy). Najdéte na
této piimce bod dotyku kruznice vepsané. (MO 63-B-1-3)

Priklad 8. Uvnitf stran BC, CA, AB daného trojahelniku ABC zvolime po fadé
body D, E, F tak, aby se tsecky AD, BE, CF protaly v jednom bodg, ktery
oznac¢ime G. Pokud lze ¢tyfuhelnikim AFGE, BDGF, CEGD vepsat kruZnice,

z nichz kazdé dvé maji vnéjsi dotyk, pak je trojuhelnik ABC rovnostranny. Dokazte.
(MO 52-A-III-2)

Priklad 9. Na strané BC trojuhelniku ABC je dan bod D. Trojuhelnikim BDA
a DCA vepiSeme kruznice. Jejich vnéjsi spolecna tecna rizna od BC' protina AD
v bodé X. Uréete mnozinu bodi X, probiha-li bod D stranu BC.

Priklad 10. Mg¢jme trojuhelnik ABC s obvodem 4. Na polopfimkiach AB a AC

ozna¢me postupné body X, Y tak, ze |[AX| = |AY| = 1 a tsecky BC a XY se

protinaji v bodé M. Dokazte, ze alespon jeden z trojuhelniki ABM, ACM ma

obvod 2. (Rusko 2011)
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ANICKA DOLEZALOVA

Zdroje

Prednéaska Cerpa prevazné ze starsiho prispévku Monci Pospisilové, které bych timto
rada podékovala.



Cinska zbytkova véta

DaviD HRUSKA

ABSTRAKT. Na piednasce si dokdzeme Cinskou zbytkovou vétu a vyfesime s ni né-
kolik tézsich tuloh vyskytujicich se napiiklad v MO.

Pohadka na dobrou ... vlastné na Gvod

Jeden cinsky general poradal vojenskou prehlidku, na kterou se mél dostavit sam
velky cisaf. Aby se cisafi ptrehlidka libila, rozhodl se general, ze budou vojaci po-
chodovat v pravidelném (obdélnikovém) zdstupu. Kdyz je ale nechal sefadit do sed-
mistupu, jeden vojak prebyval. Generalovi se zdalo skoda toho vojaka zastielit, ne-
chal tedy vojaky nastoupit do osmistupu. Bohuzel to zase nevyslo — dva vojaci zbyli.
Pro devitistup zbylo vojaki Sest. To uz se general rozzlobil a fekl si, Ze se radéji po-
diva, kolika vojakum to vlastné veli. Nemohl si ale vzpomenout, kam si to ¢islo
napsal, pouze si pamatoval, ze jich bylo méné nez 500. Poradite mu?

Soustavy kongruenci

Umluva. Cislem myslime piirozené é&islo, neni-li fe¢eno jinak. Nejvétsi spolecny
délitel &isel a, b znacime (a, b). Mocninou myslime ¢islo tvaru n* pro k > 1.

Jisté jste odhalili, ze general z pohadky potreboval vyfesit soustavu kongruenci

xz=1 (mod 7),

x =2 (mod 8),

=6 (mod 9).
Obcas se to miize hodit i ndm, proto se podivame na to, kdy a jak je to mozné.
Véta. (Cinska zbytkovd) Necht jsou celd ¢isla my,...,ny po dvou nesoudélnd a
r1,...,7% € Z. Pak soustava kongruenci

x =711 (mod ny),

z =71 (mod ny)

ma pravé jedno FeSeni x takové, ze 0 < x < nj-ng- - ng.
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DAVID HRUSKA

Poznamka. (O soudélnosti modultt) Bez podminky o nesoudélnosti je soustava
Fesitelnd pravé tehdy, kdyz pro kazda 1 <, j <n plati r; = r; (mod (n;,n;)).

Cviceni. Pfedchozi véta ndm zarucuje existenci néjakého feSeni. Jak jej ale najit?
Dofteste tllohu z pohadky.

Ulohy

Uloha 1. Je dano piirozené &islo n. Ukazte, Ze existuje n po sobé jdoucich &isel
takovych, Ze kazdé z nich je délitelné alespon dvéma raznymi prvocisly.

Uloha 2. Rozhodnéte, zda existuje nekoneéna mnozina K C N takové, Ze kdykoliv
p je prvoéislo a k € K, pak p? + k je slozené.

Uloha 3. Jsou déana &sla aq, ..., a,. Dokaite, ze existuje M € N takové, Ze pro
kazdé 1 < i <n je M - a; mocnina.

Uloha 4. Dokazte, ze existuje 2014 po sobé jdoucich ¢&isel, z nichz Zzadné neni
mocninou.

Uloha 5. Dokazte, Ze existuje &slo n takové, ze pro libovolné celé ¢islo k nema
¢islo k2 + k + n zadného prvociselného délitele mensiho nez 2008. (CPS 2008)

Uloha 6. Rozhodnéte, zda existuje posloupnost obsahujici kazdé p¥irozené &islo
pravé jednou takova, aby soucet jejich prvnich k ¢lent byl délitelny £, kdykoliv
keN. (Ruska MO 1995)

Uloha 7. Dokaite, Ze kazdy zbytek modulo liché n > 3 lze vyjadiit jako soucet
nebo rozdil dvou zbytkt modulo n nesoudélnych s n.

Uloha 8. Ukazte, Ze existuje nekoneéné rostouci posloupnost pfirozenych é&isel a,,
takova, ze kdykoliv k > 0, pak posloupnost b,, = k+ a,, obsahuje jen kone¢né mnoho

prvodisel. (Ceska MO 1997)
Uloha 9. Nechf n € Naay,...,a; (k> 2) jsou navzajem riizné celd &isla z mno-
7iny {1,...,n} takova, ze pro kazdé i = 1,...,k — 1 je ¢islo a;(a;4+1 — 1) délitelné n.
Dokazte, ze ¢islo ax(a; — 1) neni délitelné n. (IMO 2009)

Uloha 10. Miizovy bod v roviné nazveme neviditelnym, pokud tsecka, ktera jej
spojuje s pocatkem, obsahuje néjaky dalsi mrizovy bod. Dokazte, ze existuje ¢tverec
se stranami rovnobéznymi s osami a rozméry 100 x 100 tak, Zze vSechny jeho mtizové
body jsou neviditelné.

Uloha 11. Najdéte vSechna piirozena n takova, Ze existuji ¢isla by, ..., b,, ktera
nejsou vSechna stejnd, tak, ze pro kazdé k je (by + k)(b2 + k) - - - (b, + k) mocnina.
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CINSKA ZBYTKOVA VETA

Uloha 12. Necht P(z) je polynom s celo¢iselnymi koeficienty. Cisla ay, . . ., a,, maji
tu vlastnost, Ze pro kazdé x € N je existuje ¢ € {1,...,n} tak, ze a; | P(z) . Dokazte,
ze pak existuje j € {1,...,n} takové, ze pro kazdé x € N plati a; | P(z).

(St. Petersburg MO)
Uloha 13. Ukaite, e existuje pfirozené ¢islo k takové, Ze k- 2™ + 1 je slozené pro
kazdé n € N.

Literatura a zdroje

[1] Michal ,Kenny* Rolinek: Dikazové metody v teorii éisel. Domaslav, 2010.
[2] Titu Andrescu, Dorin Andrica: Number Theory. Springer, 2009.
[3] http://www.problems.ru



Jensenova nerovnost

DaviD HRUSKA

ABSTRAKT. Prispévek seznamuje s jednou z klasickych algebraickych nerovnosti
a ukazuje jeji pouziti na dokazovani nerovnosti olympiddniho typu.

Konvexni kombinace
Definice. Nechf x1,...,2, € R, A\1,..., A\, € (0,1) a navic A\; +---+ A\, = 1. Pak
¢islo \iz1 + - -+ + A\px, nazyvame konvexni kombinaci Cisel xq,...,x,.

Cviceni. Rozmyslete si, Zze pokud je x1; nejmensi a x,, nejvétsi z éisel x1,...,x,,
lezi kazda konvexni kombinace téchto ¢isel v intervalu (1, zy,).

Pro praci s Jensenovou nerovnosti je klicové porozumét kovexnim kombinacim
(bodil) v roviné.

Definice. Necht [x1,41],...,[Tn, yn] jsou soufadnice n bodd v roving, Aq,..., A, €
(0,1) a Ay + - -- + A\, = 1. Pak bod o soutadnicich

Azt 4+ Ay My + -+ Apyn)

nazyvame konvexni kombinaci bodi [z1,y1], .-, [Tn, Yn]-

Cviceni. Co je mnozinou vSech konvexnich kombinaci dvou (t¥, ¢éty¥, atd.) bodt
v roviné?

Konvexni a konkavni funkce

Definice. Necht I C R je interval a f: I — R je funkce. Pokud pro kazdou dvojici
x,y € I akazdé A € (0,1) plati

fz+ (1= Ny) < Af(z) + (L= A)f(y),
fekneme, ze f je konvexni na I.

Duélné (s opac¢nou nerovnosti) definujeme konkdvni funkci. Pokud plati ostra
varianta uvedené nerovnosti, mluvime o ryze konverni (resp. ryze konkdvni) funkci.
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JENSENOVA NEROVNOST

Cviceni. Rozmyslete si, co nerovnost definujici konvexitu (resp. konkavitu) zna-
mena geometricky.

Cvicéeni. Zjistéte, které z elementarnich funkci jsou na néjakych intervalech kon-
vexni (resp. konkavni).

Jensenova nerovnost
Konecné se dostavame k jadru merita pudla véci.

Tvrzeni. Necht f je konvexni funkce na intervalu I. Potom pro libovolna
1, xn €1 a A, ... A\, €(0,1) takovd, ze A1 + -+ + A, = 1, plati

Cviceni. Interpretujte obé strany rovnosti geometricky pomoci konvexnich kom-
binaci bodt a uvédomte si, ze tvrzeni se tim stava témér trivialnim.

Cviceni. Rozmyslete si, kdy v Jensenové nerovnosti nastava rovnost.

Nyni si mtizeme blahopfat, nebot jsme téméf zadarmo ziskali velmi obecné vyhli-
zejici nerovnost, kterd se ukaze byt silnou zbrani. Ke spravnému pouziti Jensenovy
nerovnosti je tfeba umét rozhodnout, zda je dand funkce konvexni (resp. konkévni).
K tomu se v praxi pouziva nasledujici lemma.

Lemma. Ma4-li funkce f na intervalu I nezdpornou (resp. nekladnou) druhou de-
rivaci, je f na I konvexni (resp. konkdvni).

Pokud jste o derivaci (natoz néjaké druhé derivaci) neslySeli, nezoufejte. U jed-
noduchych funkei se dé konvexita/konkavita dobfe odhadnout z grafu, ptipadné lze
pouzit vhodny matematicky software. Pfisné korektni zdivodnéni se v tomto pii-
padé nevyzaduje ani v MO, o jednoduchych funkcich se povazuje za zndmé, zda jsou
konvexni ¢i konkavni.

Logaritmus

Obcas se pii pouzivani Jensenovy nerovnosti setkame s logaritmem. Uzite¢ny pro nas
bude, protoze svym zpusobem prevadi nasobeni na s¢itani a mocnéni na nasobeni.
Presnéji o tom hovorii nasledujici poznamka.

Poznamka. Necht a > 1. Funkce f(z) = log,(z) definovand na R* jako inverzni
funkce k g(x) = a® ma nasledujici vlastnosti:

(i) f je rostouci ryze konkavni funkce na RT,
(i) f(zy) = f(z) + f(y),

(i) f(3) = —f(2),

(iv) f(z¥) = yf(z).
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DAVID HRUSKA

Motivacni priklady
Konecné se dostavame k tloham. Zacneme zlehka:
Priklad. Ukazte, Ze pro kazdé realné x > 1 plati:
1 1 1 3
x

+ -+ >
xr—1 = x+1—

Reseni. Pouzijeme Jensenovu nerovnost pro funkei f(x) = 1/z, kterd je konvexni
na RT, a konvexni kombinaci kladnych &isel x — 1, z,  + 1 s koeficienty

1
)\1:)\2:)\325.
Dostavame
1( Lol )> ! T P
3\z—-1 2z x+1 —wT—1+%+%+1 x xr—1 o 41"z

Jisté by vam nedé€lalo problém tuto nerovnost dokazat zcela pfimocafe rozna-

sobenim. Zkusime tedy néco tézsiho — zastupce typické skupiny tloh feSitelnych
Jensenovou nerovnosti:

Priklad. Jsou-li o, 3, v velikosti tthli v trojuhelniku, dokazte

3v3

sina 4 sin § + siny < —5

Reseni. Jensenovu nerovnost aplikujeme na funkci f(z) = sinz konkavni na inter-
valu (0, 7). Plati o, 8,7 € (0,7), tedy

a—|—5+’7) _ V3

1. 1. 1. .
fsma—i-fsmﬂ—l—gsmfygsm 3 —

3 3 2

U této nerovnosti bychom jiz pfimocarejsi pristup hledali tézko. Jensenova ne-
rovnost je pro dokazovani nerovnosti pro tihly v trojihelniku ¢asto uziteéna, nebot
znéme jejich soucet (a tedy i tu nejjednodussi konvexni kombinaci).

Porad je to moc snadné? Na prednésce si ukdZeme ponékud magicky, ale zato
velmi elegantni dikaz tzv. AG-nerovnosti:

Tvrzeni. Pro nezaporna ¢isla x1, o, ..., x, plati:

T1+ -+ Ty
—— 2> {/711... Ty,

n

Nyni uz vime dost, abychom se mohli pustit do feSeni skuteé¢nych tiloh. Nezapomerite,
Ze Jensenova nerovnost plati pro kazdou konvexni (resp. konkdvni) funkei, takze
pokud kyzena nerovnost hned napoprvé nevyjde, neni duvod hazet Jensena do Zita
— prosté zkuste jinou funkci. Tak hura do toho!
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JENSENOVA NEROVNOST
Ulohy na rozehrati

Uloha 1. Ukaite, Ze pro libovolna redlna éisla a,b € (—1,1) plati

V1—a?+V1-02<\/4— (a+b)?

Uloha 2. Dokaizte, ze pro kladna realna éisla a, b splijici a + b = 1 plati

+1 2+ b_i'_l 2>2j
‘T b) — 2

Uloha 3. Dokazte, ze pro viechna pifpustna z € R plati

Vr+1++v2x—34++50—3z < 12.

Uloha 4. Pro «, 3, v thly v trojihelniku dokaZte nerovnosti
(i) sin g +sinf +sind < 2,
(ii) cos § +cos s 5 4 cos 7 < 3‘[
(iii) tg 5 +tg2 +tg; z f,
. . . . 3V3
(iv) sinasin Bsiny < ==,
Varovdni: Cdst (iv) je trochu zdkernd.

Uloha 5. Pro kladné q, b, ¢ dokazte
V27(a7 + b7+ ¢7) > Va7 + Vb7 + Ve
Uloha 6. Kladna realné ¢isla z, y spliuji « + y = 1. Dokazte

T Y 1
+ > )
1+y 1+z = 1422y

Poradné alohy
Uloha 7. Pro kladné a, b, ¢ dokazte

a n b n c . 9
(b+¢)? (c+a)? (a+b)? ~ 4la+b+c)

Uloha 8. Pro a,b > 0 dokazte

a n b S a+b
Vi2+1 VaZ+1 Vab+1

(MO 63-111-6)

12



DAVID HRUSKA

Uloha 9. Pro a,b,c > 0 dokazte

a+b+c
LB > (a+b+0) _
- 3

Uloha 10. Pro readlnéa z1,...,z, > 1 dokazte

1 1 n
4ot > :
1+ 1 Ty +1 vry... x, + 1

(IMO Shorltlist 1998)

Uloha 11. Pro kladné a, b, ¢ dokazte

a b c

+ + > 1.
VaZz+8bc Vb2 +8ac 2+ 8ab

(IMO 2001)
Uloha 12. Pro p € (0,3) a kladn4 realna a, b dokazte nerovnost

Va2 +pb? + /b2 +pa? > a+b+ (p—1)Vab.

(MO 62-111-6)

Literatura a zdroje

[1] Michal ,Kenny“ Rolinek, Pavel Salom, Seridl o nerovnostech, MKS, 2010
[2] Milos Ptinosil, Uziti Jensenovy nerovnosti, Prometheus, 2008
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Stvorfarebny problém

PETER ,,7TR* KORCSOK

ABSTRAKT. Jedna z najslavnejsich a najdlhsie otvorenych hypotéz v tedrii grafov je
(teraz uz) Veta o Styroch farbach. Na tejto prednéaske si spomenieme niektoré z pokusov
na jej dokézanie a pokusime sa v nich najst chyby. Tiez si ukdZeme niekolko tipov, kam
by sme sa mali vydat, ak vetu chceme skuto¢ne dokazat. A v zavere si ukdZeme nie¢o
malo z vyberavosti grafu, teda v uré¢itom zmysle zobecnenia klasického ofarbovania.

Citat. ,Domnienka o $tyroch farbach bola jednym z najvacsich nevyriesenych prob-
lémov matematiky. Od roku 1852 az do dnesného dna sa ju prakticky kazdy matematik,
ktory kedy zil, niekedy snazil vyriesit.“ Thomas Saaty a Paul Kainen, 1977

Veta. (o styroch farbach) Kazdd mapu vieme ofarbit pomocou Styroch farieb tak,
aby ziadne dva susediace Staty nemali rovnaki farbu.

Histdria tejto vety siaha zhruba do roku 1852, ked si Francis Guthrie vsimol,
Ze na ofarbenie mapy anglickych Stdtov mu stacia Styri farby. Obrétil sa preto na
svojho brata Frederica so zvedavou otazkou, ¢i to rovnako pdjde s Tubovolnou mapou.
Nakolko obaja v tom ¢ase Studovali pod vedenim Augusta de Morgana, Frederic ttto
otazku posunul priamo de Morganovi a celej matematickej spolo¢nosti.

Na svoj prvy ,dokaz“ ale cakala vyse 25 rokov, zato dostala rovno dva: v roku
1879 od sira Alfreda Braya Kempeho a v roku 1880 od Petra Guthrie Taita. TeSit
sa ale mohla ,len“ 11 rokov: v roku 1890 Percy Heawood vyvratil Kempeho dékaz
a v roku 1891 Julius Petersen nasiel protipriklad k Taitovmu dokazu. Oba netspesné
dokazy ale priniesli aspon ¢iasto¢né vyrieSenie problému.

V priebehu nasledujtcich desatroéi sa o zdolanie Problému Styroch farieb snazili
mnohi matematici, za zmienku stoji napriklad Hugo Hadwiger a jeho domnienka
z roku 1943, ktora zovseobectiuje tento problém a stale nie je vyriesena.

Prvy dokaz, ktory doteraz nebol vyvrateny,' spachali pani Kenneth Appel a Wolf-
gang Haken, s miernou pomocou Johna Kocha, v roku 1976, pricom jeho pomerne
velké Gast je vyrieSend na podcitadi. Na zacdiatku 80-tych rokov sice bolo hlidsenych
niekolko chyb v ich dokaze, vSetkym sa ale autori ispe$ne ubranili a v roku 1989
vydali knihu so vSetkymi detailami.

20 rokov po prvom dokaze, v roku 1996, ponukli Neil Robertson, Daniel Sanders,
Paul Seymour a Robin Thomas svetu novy doékaz Vety o Styroch farbéach, ktory je

LCiasto¢ne aj preto, ze je tak komplikovany, Ze ho nikto nevydr#i éitat dostatoéne dlho ;).
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PETER ,#TR¢ KORCSOK

vyrazne jednoduchsi a kratsi,? aj ked stale vyuziva pocitace. Tento dékaz bol v roku
2005 overeny (opét na pocitaci) pomocou dokazovacieho jazyka Coq.

Na prednéske si ukdZzeme niektoré z netspesnych dokazov a skisime v nich najst
chybu, alebo naopak, ukazeme si nieco, ¢o by sa dalo k ispesnému dékazu pouzit.

Poznamka. Bez ujmy na vseobecnosti moézeme predpokladat, Ze sa v Ziadnom
mieste nestretavaji izemia 4 Statov.

Tvrdenie. V kazdej mape najdeme stat, ktory ma maximalne 5 susedov.

Definicia. Na mape ofarbenej Styrmi farbami nazveme AB-obtiahnutim zjednote-
nie vSetkych hranic, ktoré maja na jednej strane niektoru z farieb A alebo B a na
druhej jednu z farieb C' a D.

Kazdé takéto obtiahnutie obsahuje vSetky vrcholy a tvori niekolko disjunktnych
kruznic parnej dlzky.
Tvrdenie. Ak v mape existuje mnoZina disjunktnych kruznic parnej dlzky, ktoré

spolu prechddzaju vsetkymi vrcholmi, potom vieme mapu ofarbit pomocou Styroch
farieb.

Cvicenie. D4 sa v kazdej mape néjst jedna kruznica, ktord prechadza vSetkymi
vrcholmi?

Ak ndm eSte zostane Cas, pozrieme sa na mierne iné farbenie: kazdému vrcholu
pridelime zoznam ,povolenych“ farieb (kazdy vrchol mo6ze mat povolené odlisné
farby) a nasledne chceme vrcholy ofarbif tak, aby Ziadne dva susedné nemali rovnak
farbu a kazdy vrchol pouzil farbu zo svojho povoleného zoznamu.

Definicia. Vyberavostou grafu nazveme najmensie ¢islo k, ze ked kazdému vrcholu
povolime Tubovolni k-ticu farieb, vZdy najdeme aj spravne ofarbenie.
CviCenie. Néjdite graf, ktory mé int vyberavost ako (bezni) farebnost.

Tvrdenie. Kazdy rovinny graf md vyberavost maximalne 5.

Literatara a zdroje

Pri pisani tohto prispevku som sa dost in3piroval prispevkom Filipa Hl4ska Problém
Ctyr barev zo sustredenia Hojsova Straz 2011, za ¢o mu na tomto mieste dakujem.
[1] Donald Hatch, Melinda Green: ,,Proof“ of the 4-Color Map Theorem,
http://www.superliminal.com/4color/4color.htm
[2] Robin Thomas a kol.: The Four Color Theorem,
http://people.math.gatech.edu/ thomas/FC/fourcolor.html

2Miesto 139 stran kratkej (r. 1976) alebo vyse 700 stran dlhej verzie (r. 1989) ich zabera len 9.
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Goniometrické substitucie

MARTA KOSSACZKA

S goniometrickymi funkciami ste sa uz urcite stretli, pravdepodobne predovsetkym
v geometrii. Ich pouzitie tam ale zdaleka nekondi.

Na zaciatok si zhriime, ¢o o nich vieme. Funkcie sinus a kosinus sa daju definovat
pomocou jednotkovej kruznice. T4 m4 stred v pociatku (bod [0,0]) a polomer 1.
Uvazujme lubovolni polpriamku p zaéinajicu v pociatku, potom uhlu (orientujeme
ho proti smeru hodinovych rudi¢iek), ktory zviera x-ova os s p, zodpovedd prave
jeden priesec¢nik p a jednotkovej kruznice. Hodnota y-novej stradnice tohoto bodu
je sinus daného uhlu, kym z-stiradnica udéava kosinus daného uhlu.

Tvrdenie. Pre funkcie sinus a kosinus plati:

(i) Defini¢ény obor oboch funkcii su vSetky redlne ¢isla.
(i) Ich obor hodnét je interval [—1,1].
(iii) Obidve funkcie st 27 periodické.
(iv) Sinus je na intervale [—%, g] rastici a na [g, 37”] klesajtci.
v) Kosinus je na [—, 0] rastici a na [0, 7] klesajiici.
Funkcia tangens je definovana na svojom defini¢nom obore ako

sina

tga =
cos a

a funkcia kotangens je definovani na svojom definicnom obore ako

Tvrdenie. Pre funkcie tangens a kotangens plati:
(i) Definiény obor tangensu je R\ {k%;k € Z} a kotangesu R\ {km;k € Z}.
(ii) Obor hodnét oboch funkcii st vsetky redlne ¢isla.
(iii) Obidve funkcie sti 7 periodické.
(iv) Tangens je na intervale (—%, 5) rastici.
(v) Kotangens je na intervale (0, ) klesajuci.

Pre goniometrické funkcie plati zopar uzito¢nych, Specidlnych vztahov, ktoré je
dobré si zapamétat.
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Tvrdenie. Pre vSetky a,b € R, k € Z, pre ktoré ma dany vyraz zmysel (tj. nede-
lime nulou) plati:

sin (g —a) = cosa, cos (g —a) =sina,
sin(—a) = —sina, cos(—a) = cosa,
tg(—a) = —tga, cotg(—a) = — cotga,

sin®a + cos?a = 1,
sin(a & b) =sina - cosb £ sinb - cosa,

cos(a £ b) = cosa-cosbFsina-sinb,

tga £ tgbd
tglaxtbd) = —————
gla+b) 1Ftga-tgd’
tga-cotgbF 1
cotg(a:l:b):COga 8o+

cotga &£ cotgd

sina £ sinb = 2sin <aj:b> - COS (aZFb> )
2 2
a+b a—1>b
cosa + cosb =2cos | —— | - cos ,
2 2
. {a+b . (a—b
cosa —cosb = —2sin — - sin 5 .

Priklady
V nasledujtcich prikladoch sta¢i iba dobre uhddnut vhodnd substittciu pomocou

vyssie uvedenych vztahov.

Priklad 1. Majme reélne &isla a, b také, 7e a® + b = 1. Né&jdite minimum a
maximum vyrazu ab.

Priklad 2. Dokézte, ze zo Styroch lubovolnych ¢isel z intervalu (0, 1) vieme vybrat
dve tak, aby platilo

O<x\/1—y2—y\/1—m2<%.

Priklad 3. V obore redlnych ¢isel rieste ststavu rovnic:

20+ 2’y =y,

2y + 1% = 2,

2z + 2% = .
Priklad 4. Rozhodnite, ¢i existuje 100-prvkova mnozina ¢isel S s vlastnostou: ak
x patri do S, tak aj &islo 222 — 1 patri do S.
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Priklad 5. Pre Iubovolné ¢islo a € R definujme postupnost vztahmi z; = a a
Tpy1 = 1/(1 —2,) — 1/(1 + x,), az kym ,, = £1, &slo n potom oznaduje dizku
tejto postupnosti. Kolko existuje postupnosti s dlzkou 8?

Priklad 6. Dokéazte, 7e rekurentne zadana postupnost spliiujica vztah
V3x, —1
Tprl] = ————
T e, V3
je periodicka
Priklad 7. Majme rekurentni postupnost zadant vztahom

14z,
1—ux,

Tn41 =

a xg = 2013. Vypocitajte hodnotu xs914.

Nerovnosti

Goniometrické funkcie maju velké vyuzitie aj medzi nerovnostami. Pri takychto tlo-
héch ale dosadenie byva iba zadiatkom, potom treba siahnutf po nejakych klasickych
zbraniach, ako AG alebo Jensenova nerovnost, ¢ inych zndmych nerovnostiach ty-
kajtcich sa predovsetkym trojuholnika.

Nasledujice tvrdenie vyplyva z Jensenovej nerovnosti a je ¢asto vyuzivané po
prevedeni nerovnosti na goniometricky tvar.

Tvrdenie. Majme trojuholnik s vnutornymi uhlami a, b, ¢, potom plati:

DO o

. a+ . b+ L€
Ssin — S — Sin
2 2 =

o

Tvrdenie. Majme ostrouhly trojuholnik s vnutornymi uhlami a, b, ¢, potom plati:

cosa + cosb+ cosc < 3

Poznamka. Tvrdenie plati aj pre vSeobecny trojuholnik.

V nerovnostiach sa obcas stretavame s réznymi podmienkami, ktoré nam sami od
seba ni¢ nehovoria. Ukazeme si, ako sa moZzeme takychto podmienok zbavit pomocou
Specifickych goniometrickych substiticii.

Tvrdenie. Nech sii ¢isla a,b,c € (0,%), potom plati nasledujiica rovnost prave
vtedy, ked a, b, ¢ sti uhly trojuholnika:

tga+tgb+tgc=tgatgbtge.
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Uloha. Majme kladné redlne ¢isla také, ze plati « + y + 2 = xyz. Dokazte:
1 1 1 3
+ + < 5.
Vita?  J1+y2 V1+22 7 2

(Korea 1998)

Riesenie. Vieme, Ze tangens na intervale (0, %) dosahuje vetkych redlnych klad-
nych éisel. Preto mozeme substituovat © = tga, y = tgb, 2 = tgc pre nejaké
a,b,c € (0, %). Potom podla podmienky plati tga +tgb+tgc = tgatgbtgc, a teda
z predoslého tvrdenia vieme, Ze a, b, ¢ sit uhly trojuholnika.

Dosadime do nasej nerovnosti a dostédvame:

1 1 1 3
+ - <z,
Vittg?a  J1+tg2b  J1+tg2c ™ 2
1 1 1 3
+ + Si-

_1 _1 _1
cos? a cos? b cos? ¢
KedZe kosinus je na intervale (0, 7) kladny, méZeme odmocnit a dostavame:

3
cosa + cosb+ cosc < >

¢o je presne predoslé tvrdenie, pretoze a, b, ¢ st uhly trojuholnika.

Priklad 8. Majme kladné redlne éisla x, y, z také, Ze plati z + y + z = xyz.
Dokazte:

sy+yz+az>3+V1+22+ 1492+ 1+ 22

Tvrdenie. Majme disla a,b,c € (0,7), potom plati nasledujica rovnost prave
vtedy, ked a, b, ¢ st uhly trojuholnika:

te 2t te Pte S te Cte L =1
Bty TiBg ey TiB Yy = &

Priklad 9. YV obore redlnych ¢isel rieste ststavu rovnic:
3(z% + 1)yz = 4(y* + Dz = 5(2% + 1)y,
kde plati xy + yz + zz = 1.
Tvrdenie. Majme disla a,b,c € (0,7), potom plati nasledujiica rovnost préve

vtedy, ked a, b, ¢ st uhly trojuholnika:

. a@ . o9b . 9 C La . b ¢
s1n2§+sm27+51n27+2s1nfsmfs1nf:1.

2 2 2 2 2

.....

Ve—1+y—1+vVz—1<z+ty+=.
(Iran 1997)

19



GONIOMETRICKE SUBSTITUCIE

Dalsie priklady
Priklad 11. Majme kladné redlne éisla x,y, 2z také, Ze plati z + y + 2 = xyz.

Dokazte: /3
x z 3V3
SR — < 27

Vita?  J14+y2 V1+22 2

Priklad 12. Nech a, b, ¢, d st kladné realne ¢isla také, ze plati:

LN SRS SR SR
1+a2 1462 14c¢2 1+4+d2

Dokézte, ze abed > 3. (Lotyssko 2002)
Priklad 13. Nech z, y, z st kladné realne ¢isla. Dokazte, Ze plati:

T z
<1

Y
PN/ ) o RSV cyarays 7R ARSI o e

(Walther Janous, Crux Mathematicorum)

20



Gaussova prvocisla

KuBAa KRASENSKY

ABSTRAKT. Stejné jako z realnych ¢isel jsou svym zplusobem nejzajimavéjsi cisla
celd, i v komplexnich ¢islech existuje pozoruhodnd podmnozina. Jsou to Gaussova
¢isla — komplexni cisla, jejichz redlna i imaginarni ¢ast jsou celé. Tato mnozina tvori
v Gaussové roviné ¢tvercovou miizku. Ukazuje se, Zze i mezi témito Cisly jsou néktera,
ktera se nedaji zapsat jako soucin dvou jinych — Gaussova prvocisla. Na prednasce
zjistime, kterd to jsou, priCemz vyuzijeme ruzné znalosti z teorie ¢isel. Na zavér nam
nabyté znalosti pomohou vyfesit nékolik diofantickych rovnic.

Komplexni Cisla

V tomto odstavci shrnu zadkladni informace o komplexnich éislech. Bylo by dobré,
kdyby je pfiblizné znal kazdy, kdo na prednasku pijde.

Imaginarni jednotka i je ,,druhd odmocnina z minus jedné“. Tim myslime, Ze
plati i2 = —1. Imaginarni jednotka neni realné ¢islo; je to jedno z &isel kompleznich.
Komplexni ¢islo je potom kazdé ¢islo tvaru a + bi. Koeficientiim a, resp. b fikdme
redlnd, resp. imagindrni ¢dst komplexniho éisla. MuZeme je (jako kazdou dvojici
bodt) vynaset do roviny. Na ose z budou lezet redlna cisla, na ose y ¢isla ryze
imagindarni. A tieba ¢islo 2 + 2i bude lezet na ose prvniho kvadrantu.

Diky této geometrické pfedstavé definujeme wvelikost komplexniho ¢isla z jako
|z| = va? 4+ b%. Vidime, Ze |z| odpovid4 velikosti Gsecky spojujici bod (a,b) s nulou
(podatkem soutfadnic). Zndme-li tuto definici, mizeme kazdé komplexni ¢islo z vy-
jadfit také ve tvaru |z| - (cosp + isiny). Zde ¢ oznacuje thel, ktery svird spojnice
pocatku a bodu (a, b) s redlnou osou.

Diky tomu, Ze vime, kolik je 42, uZ umime nasobit dvé komplexni ¢isla. A séitat
je, to je samoziejmeé jesté snazsi:

(a+bi)+ (c+di) = (a+c)+ (b+d)i,
(a+ bi)(c + di) = (ac — bd) + (ad + bc)i.
Na prednéasce budeme také potiebovat pojem komplexné sdruzeného ¢isla a + bi =
a — bi.
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Tvrzeni. Pro libovolna komplexni ¢isla zy, 2o, z plati:

[

() 7 ;=77
(i) |22 =27,
(111) |Z1 . 22| = |2’1‘ . |2’2‘

Stfipky z teorie Cisel

Abychom dokazali néktera tvrzeni o Gaussovych ¢islech, musime ovladat urcité po-
stupy z teorie ¢isel. Tady budeme mit potiebné znalosti pékné pohromadé.

Definice. Rikéme, Ze celd é&isla a a b jsou kongruentni modulo d, pokud davaji
stejny zbytek po déleni d. To znamend d | (a — b). Kongruenci zapisujeme a = b
(mod d).

Poznamka. S kongruencemi se stejnym modulem lze pocitat prakticky stejné jako
s rovnicemi.

Tvrzeni. Pro kazdé celé ¢islo a plati a®> = 0 nebo a®> =1 (mod 4).

Predchozi tvrzeni se ¢asto formuluje slovy ,,nula a jednicka jsou kvadraticke zbytky
modulo ¢tyti“. Je jednoduché jej dokazat — staci postupné umocnit na druhou vyrazy
4k, 4k + 1, 4k + 2 a 4k + 3.

Véta. (Wilsonova) Jestlize je p prvodislo, pak plati

(p—1!I=-1 (mod p).

Dukaz rad predvedu na konzultaci nebo v jakékoliv volné chvili. Na prednasce na
néj nebude cas.

Gaussova cisla
Definice. Komplexni ¢islo, jehoz realnd i imaginarni ¢ast jsou celé ¢isla, nazveme
Gaussovym celym cislem.

Definice. Normou Gaussova ¢isla nazveme druhou mocninu jeho velikosti. Zna-
¢ime N(a + bi) = |a + bi|? = (a + bi) - (a + bi) = a® + b2

Norma ma4 tu pfijemnou vlastnost, Ze je to vzdy pfirozené ¢islo (nebo nula). To se
vyuziva napriklad pfi dikazech matematickou indukei. Navic plati klicova vlastnost,
kterou si snadno dokazete:

Tvrzeni. Pro kazda Gaussova ¢isla a, b plati
N(ab) = N(a) - N(b).
Je dilezité si rozmyslet, ze Gaussova ¢isla jsou uzaviend na sc¢itdani a ndsobeni —

soucet i soucin dvou Gaussovych cisel je Gaussovo ¢islo. Podobné tvrzeni plati pro
22



KUBA KRASENSKY

celd ¢isla. Ani jedna z téchto mnoZin ale neni uzaviena na déleni. 5/2 neni celé éislo a
neni to ani Gaussovo ¢islo. Stejné jako v obycejnych celych ¢islech proto definujeme
délitelnost.

Definice. Rikdme, 7e a je délitelné b, pokud existuje k takové, ze a = b - k. Také
¢teme b déli a“ a znaéime b | a.

Cviceni. Dokaite, ze pokud a | b, pak i N(a) | N(b).

Cviceni. Jak pozname, Ze je redlné celé ¢islo a délitelné 1+ i? Jak pozname, Ze je
timto Cislem délitelné a + bi?

Definice. Jednotkami nazveme Gaussova ¢isla normy jedna, tedy £1, +3.

Uloha. (Na dlouhé zimni veéery)

(i) Rozmyslete si, jak by se v Gaussovych ¢islech dalo definovat déleni se zbyt-
kem, a zkuste si ujasnit, pro¢ déleni se zbytkem bude fungovat. Napovéda:
Pouzijte normu zbytku po déleni. Pro dikaz vyuZijte ndzorné geometrické
predstavy.

(ii) Pfeformulujte Eukleidtv algoritmus pro Gaussova ¢isla a dokazte, ze funguje.

(iii) Dokazte Bézoutovu vétu.
(iv) Pouzijte pfedchozi vysledky k dokdzani klicového turzeni z nasledujici kapi-
toly.

(v) A pak uZz si snadno dorozmyslete, jak dokdzat jednoznacnost rozkladu na
prvocisla.

Prvocisla
Definice. Cislo p nazveme Gaussovym prvocislem, pokud plati: Kdykoliv p = a-b,
pak bud a, nebo b je jednotka.

Tato definice sice zni trochu krkolomné, ale fika totéz jako bézna definice prvo-
¢isla. Existuje ale jesté druhy zpusob, jak prvocislo definovat:

Tvrzeni. (Klicové) Cislo p je prvocislo pravé tehdy, kdyz plati: Kdykoliv p | ab,
pak p | a nebo p | b.

Cvicéeni. Zkuste rozlozit ¢isla 2, 2 + 24, 3, 3 + 4 a 5 na Gaussova prvocisla.

Chteli bychom umét rozhodnout, zda je dané ¢islo Gaussovym prvocislem. K tomu
nam poslouzi nasledujici série tvrzeni:

Tvrzeni. Kazdé Gaussovo prvocislo ma realny nasobek.
Tvrzeni. Cislo z je Gaussovo prvocislo pravé tehdy, kdyz Z je Gaussovo prvoéislo.

Tvrzeni. Redlné prvocislo se v Gaussové oboru rozklada pravé tehdy, lze-li jej
zapsat jako soucet dvou cCtvercii.
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Véta. (Fermatova) Existuji (az na prendsobeni jednotkou) pravé tato Gaussova
prvocisla:

(i) Cisla tvaru a+ bi, kde N(a+bi) je dvojka nebo redlné prvocislo tvaru 4k + 1.
(ii) Redlnd prvocisla tvaru 4k + 3.

Na pfednasce vétu dokdzeme pomoci znalosti, které jsme postupné nasbirali. Pro
zajemce pridavam jiny, trikovy dikaz prvniho bodu:

Definice. Méjme mnozinu S s koneénym poctem prvkia. Involuce je takova funkce
f:8 — S, ktera je inverzni sama k sobé.

Lemma. Pocet pevnych bodi kazdé involuce na dané mnoziné ma stejnou paritu.
Dikaz. (Fermatovy véty) Sestrojme mnoZinu S uspofadanych trojic (z,y, z) tako-
vych, ze p = 2% + 4yz. Ta m4 ziejmé involuci (z,y, z) — (z,2,y). Jind méné ziejma
involuce je
(x+22, 2z, y—x—2) prozxz<y-—z,
(@, y, 2)—{ Qu—=, y, x—y+2) proy—=z<z<2y,
(r—2y, x—y+2z, y) prox>2y.
Ta mé jen jeden pevny bod (1,1, k). Jelikoz pocéet pevngch bod obou involuci

musi mit stejnou paritu, prvni involuce musi mit néjaky pevny bod. Tudiz se p da
zapsat jako 2 + 412

Vyuziti

Obcas se teorie kolem Gaussovych ¢isel da vyuzit i v prikladech olympiadniho typu.
Uloha. Reste v celych éislech rovnici 22 + y? = 2009. (MKS 30. ro¢nik, serial)
Uloha. Vyieste diofantickou rovnici 2% + y? = 2005(z — y).

Uloha. (Tézka) Vyfeste obecnou diofantickou rovnici tvaru
az? + Br 4+ oy’ +yy +6=0.

Tvrzeni. Jsou-li a, b nesoudéln &isla splitujici ab = y*, pak a i b jsou k-té mocniny
(az na prendsobeni jednotkou).
Uloha. Které dvojice celych ¢&isel spliiuji rovnici 22 + 1 = y3?

Uloha. Naleznéte viechny pythagorejské trojice, tj. vyfeste diofantickou rovnici

I2+y222’2.
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Kdopak by se IMO Sestky bal?

MIREK OLSAK

ABSTRAKT. Prispévek obsahuje vybrané, prevazné kombinatorické, tlohy z meziné-
rodni matematické olympiady. Na konci pfispévku jsou k jednotlivym tlohdm néavody.

The best way to have good ideas is to have lots of them. (Linus Pauling)

Uloha 1. Na sportovnim klani bylo m medaili udélovano v n po sobé jdoucich
dnech (n > 1). Prvni den byla udélena jedna medaile a 1/7 vSech zbyvajicich m — 1
medaili. Dalsi den dvé medaile a 1/7 z v tu chvili zbyvajicich medaili; a tak déle.
V n-tém poslednim dni bylo udéleno zbylych n medaili. Kolik dni mélo klani a kolik
medaili bylo celkem udéleno? (IMO 1967-6)

Uloha 2. Pro kazdé pfirozené éislo uréete hodnotu sumy

| n+ 2k n-+1 n -+ 2 n+ 2k
Bl 23 52 )

k=0

(Symbol |z| znad¢i nejvyssi celé ¢islo nepfevysujici x.) (IMO 1968-6)

Uloha 3. Mag&jme ¢tvercovou tabulku n x n nezapornych celjch éisel. Predpoklé-
dejme, zZe kdykoli mé néjaké policko P nulovou hodnotu, pak soucet hodnot na vsech
polickéch, kterd maji s P jednu spole¢nou soutradnici, je vyssi nebo roven n. Dokazte,
7e soucet hodnot na vsech polickach je roven alespon n?/2. (IMO 1971-6)

Uloha 4. Necht S je étverec se stranami délky 100 a L je lomené ¢ara uvniti S,
ktera se neprotind (ani nedotyka). Pfedpokladejme, Ze pro kazdy bod na hranici S
je mozné nalézt bod na L, ktery neni od P dél nez 1/2. Dokazte, Ze je mozné na
L najit dva body X, Y takové, ze |XY| < 1, ale délka L mezi X a Y je alespoii

198. (IMO 1982-6)
Uloha 5. Rikame, Ze permutace (1, T2, . .. ,T2,) mnoziny {1,2,... ,2n} m4 vlast-
nost P, pokud pro alespoii jedno i € {1,2,...2n — 1} plati |z; — ;41| = n. Ukazte,
Ze pro kazdé n existuje vice permutaci s vlastnosti P nez bez ni. (IMO 1989-6)
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Uloha 6. Ukaite, Ze existuje konvexni 1990-tithelnik splitujici nasledujici vlastnosti:
(i) vSechny uhly jsou stejné,
(ii) délky stran jsou v n&jakém poradi 12,22,32,... 19902
(IMO 1990-6)

Uloha 7. Ukaite, 7e existuje mnozina A kladnych celych éisel s nasledujici vlast-

nosti: Pro kazdou nekone¢nou podmnozinu S prvocisel najdeme dvé kladna cela ¢isla

m € A, n &€ A takova, ze obé jsou soucinem k rtznych prvka S pro néjaké k > 2.
(IMO 1994-6)

Uloha 8. Necht p je liché prvoéislo. Kolik existuje p-prvkovych podmnozin mno-
ziny {1,2,...,2p} se sou¢tem délitelnym p? (IMO 1995-6)

Uloha 9. Jsou dana t¥i kladna cela &isla p, ¢, n splitujici p+¢ < n. Necht (n+1)-tice
(xo,21,... ,x,) spliiuje nésledujici podminky:

(i) g =2, =0,

(ii) pro kazdé i spliujici 1 < i < n bud x; — z;—1 = p, nebo z; — x,_1 = —q.
Ukazte, ze existuji indexy ¢ < j, (4, j) # (0,n) takové, ze x; = x;. (IMO 1996-6)

Uloha 10. Na matematické soutézi, kde kazdy soutézici fesil 6 tloh, byla kazda
dvojice téchto uloh vyfesena vice nez dvéma pétinami vSech soutézicich. Navic zadny
soutézici nevyresil vSechny ulohy. Ukazte, ze existuji alespon dva soutézici, ktefi
vyTesili pfesné 5 tloh. (IMO 2005-6)

Uloha 11. Kazdé strané b konvexniho mnohotihelniku P piifadime maximalni
obsah trojuhelniku, ktery cely lezi v P a jehoZ jedna strana je b. Dokazte, Ze soucet
obsahti prifazenych vSem strandm mnohothelniku P je vétsi nebo roven dvojnasobku
obsahu mnohotihelniku P. (IMO 2006-6)

Uloha 12. Necht a1,a9,...,a, jsou navzijem rtznéd kladni celd ¢isla a M je
mnozina n — 1 kladnych celych ¢isel neobsahujici ¢islo s = a1 + as + ... + a,. Lucni
kobylka skace podél ciselné osy, pricemz zacind v bod€ 0 a provede doprava n skokli
o délkéich aq,as,...a, v uréitém poradi. Dokazte, ze potadi skokti lze zvolit tak, ze
se kobylka neoctne na zaddném ¢éisle z mnoziny M. (IMO 2009-6)

Uloha 13. Je dana posloupnost ai,as,as, ... kladnych redlnjch ¢isel. Necht s je
celé kladné takové, Ze pro vSechna n > s plati

an =max{ag +an—k |1 <k<n-—1}.

Dokazte, ze pak existuji kladnd celd N a l (I < s) takova, ze a, = a; + an—; pro
vSechna n > N. (IMO 2010-6)

Uloha 14. Mgéjme celé &slo n > 3 a n + 1 bodi rovnomérné rozlozenych na

kruznici. Uvazujme takova oznackovani téchto bodt ¢iselnymi znaky 0,1,...n, ve

kterych je pouzit kazdy z téchto znakl pravé jednou. Dvé oznackovani povazujeme za

stejna, jestlize jedno prejde na druhé néjakou rotaci kruznice. Oznackovani nazveme
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krdsnym, jestlize pro libovolné ¢tyfi znaky a < b < ¢ < d takové, ze a +d = b+ ¢,
tétiva spojujici body oznacené znaky a a d neprotina tétivu spojujici body oznacené
znaky b a c.

Necht M znadi pocet krasnych oznackovani a N pocet uspotadanych dvojic (z,y)
kladnych celych ¢isel takovych, ze z +y < n a NSD(z,y) = 1. Dokazte rovnost

M =N +1.

(IMO 2013-6)

Navody

(1) Ukazte, ze pied k-tym dnem od konce je mnozstvi medaili vyjadtitelné jako

(k+1)n+(%—1)Pk <é>

kde Pj je monicky polynom stupné k — 1. Jedind moznost vyjde n = 6, m = 36.
(2) Uvaite cifru v bindrnim zapisu ¢isla n na k-té pozici (tedy udavajici pocet 2%).
Uvédomte si, ze tato cifra bude v nekonec¢né sumé zapoctena jako

oF=l yok=2 4 4024141 =2F

Vysledkem je tedy samotné ¢islo n.

(3) Uvazte sloupec/fadek s nejmensim souctem. BUNO se jedna o fadek a soucet
jeho ¢isel je k. Pak umite soucty n — k sloupct (z nul v daném fadku) zdola
odhadnout jako n — k a soucet zbylych k sloupct (z minimality) pomoci k.

(4) Piedstavte si postupné kresleni této ¢ary. Po dokonéeni (uspokojeni vech bodu)
jedné strany ¢tverce budou dvé protéjsi strany nacaté, ale nedokoncené. Z toho
musi existovat cesta k jedné strané a zpatky, ktera bude dlouha 198.

(5) V permutaci bez vlastnosti P dejte prvni prvek k jeho ,kamarddovi“. Tim
ziskate prosté zobrazeni z permutaci bez P do permutaci s P.

(6) Na protéjsi strany déme vzdy po sobé jdouci ¢isla. Tim pfevedeme tlohu na
hledani rovnouhlého 5 - 199-thelniku, kterému dédvame délky stran 1,5,9,...,
2-1990 — 1. Tyto délky rozdame tak, ze jedné skupiné stran, jejichz sméry tvori
pravidelny pétithelnik, ddme délky 1,5,9,13,17, dalsi (o 1 kousek pootocené)
21,25,29, 33, 37, atd.

(7) Zvolte A jako mnozinu vSech ¢isel, kterd maji vyssi pocet prvociselnych délitela,
nez je hodnota toho nejmensiho prvociselného délitele.

(8) Zvolte libovolnou p-prvkovou podmnozinu, kterd ma né&jaky prvek < p a né&jaky
prvek > p. Rozmyslete si, Ze existuje pravé jedno ,protoceni* prvki vétsich nez
p, aby soucet celé mnoziny byl délitelny p.
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Plati p = ¢ (mod p+q), proto je modulo p+ g posloupnost tvaru 0,p,2p, ..., a
tedy je (pii tomto modulo) (p + q)-periodickd. BUNO x,, > 0. Pak je mozné
ukéazat, ze za predpokladu neexistence hledanych indext stale plati Tig(ptq) >
x;, coz da spor s x,, = 0.

Jednoho takového soutéziciho dostanete snadno z dvojiho poéitani dvojic: (sou-
téZzici, vyfeSend dvojice tloh). Déle predpokladejte, ze kazdy soutézici vyfesil
alespoti 4 tlohy. (Jinak mu je beztrestné dodéte.) Pokud jiz méte jednoho souté-
ziciho s péti tlohami, divejte se na tlohy jako na vrcholy grafu, na dvojice tloh
jako na spojnice mezi nimi. Soutézici odpovidaji 4-klikdm a 5-klikdm v tomto
grafu. Po polozeni 5-kliky je tfeba pokladanim zbylych 4-klik zastoupeni hran
v polozenych klikdch co nejvice vyvéazit (z dvojiho pocitdni vyjde, Ze az na
jednu o 1 vic zastoupenou hranu musi byt vSechny zastoupeny stejné). AvSak
to neni mozné z duvodu, ze v ramci 4-kliky m4 kazdy vrchol stupen 3, a proto
vysledné stupné budou davat zbytky po déleni tfemi pouze na zakladé 5-kliky.
Uvédomte si, ze uloze je ekvivalentni slabsi tvrzeni: V 2n-thelniku s obsahem
S vzdy najdete jeden trojihelnik s obsahem alespori S/n. Kdykoli byste totiz
méli protiptiklad na ptvodni tlohu, dokazete vhodnym porozdélovanim hran
vyrobit protiptiklad k tomuto tvrzeni. Toto slabsi tvrzeni dokazete nakresle-
nim hlavnich dhlopficek a pokrytim 2n-tthelniku pomoci ,motyli“ ze soused-
nich hlavnich thlopficek (je tfeba si rozmyslet, Ze témito motyly se n-ihelnik
skutecné pokryje). Z motyla o obsahu alespoii S/n pak vznikne samotny troj-
thelnik o obsahu alespoii S/n.

Dokazujte indukci podle poétu skokt. Skakejte prvni skok nejdelsim skokem a
rozeberte na tii ptripady. Pripad, kdy prvnim skokem pteskocite né€kolik ,min“
a na jednu spadnete, vyTeste posunutim vSech pfeskocenych min o délku tohoto
skoku a po pouziti indukéniho pfedpokladu prohozenim prvnich dvou skokii.

Kazdé cislo a,, miizeme rozepsat jako soucet

ajay + agag + - - + asag, (1)
pricemz plati

a1 + 20 + -+ sag = n. (2)
Zpusobu, jak a, takto rozepsat, mize byt vice, nikdy se vSak nemuze stat,
Ze by pro néjakou volbu ajy,...,as splitujici (2) vysla hodnota v (1) vyssi.
Z toho odvodte, ze kdykoli je «; nenulové, musi a,, = a,_; + a;. Hledané [
zvolte libovolné takové, aby byla hodnota a;/l nejvyssi mozné. Pak kdykoli
mate rozepsané a, a hodnota nékterého a; > [, je mozné pti nesnizeni hodnoty
(1) a zachovéani vztahu (2) sniZit «; o [ a zvysit «; o i, éimZz dosdhnete rozepsani
s nenulovym «;.
Indukci dokazte, Ze vSechna krasna oznackovani vzniknou zvolenim realného
¢isla r € (0,27) a néslednym skdkanim po jednotkové kruznici o r a postupnym
psanim ¢isel 1,2,...n. Mnozinu N dvojic bijektivné zobrazte na takové skoky
r, pro které se nékteré body prekryji. Zbytek nahlédnéte.
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Pravdépodobnostni paradoxy

MIREK OLSAK

ABSTRAKT. Prispévek obsahuje prekvapivé tlohy z pravdépodobnosti.

Paradox 1. David kazdy vikend jezdi z Plzetiského nddrazi bud za manzelkou do
Dobfan, nebo za milenkou do Rokycan. Rozhoduje se ndhodné — vzdy nastoupi do
prvniho vlaku, ktery jede. Ackoli vlaky do Rokycan jezdi stejné Casto jako vlaky
do Dobfan, po né€jakém cCase David shledal, Ze byl u milenky dvakrat castéji nez
u manzelky. Jak je to mozné?

Paradox 2. Kenny, Franta a Jarda se rozhodli, Ze si zahraji tenis. Kenny se s nimi
vsadil o kilo ¢okolady, ze vyhraje dvakrat po sobé. Muze si vybrat ze dvou moznosti:
bud bude hrat nejprve s Frantou, pak s Jardou a nakonec s Frantou, nebo nejprve
s Jardou, pak s Frantou a nakonec s Jardou. Kterou z moznosti si ma zvolit, jestlize
vi, ze Jarda hraje podstatné lépe nez Franta, aby zvysil svoji Sanci na vyhru?

Paradox 3. Do stomistného letadla nastupuje 100 lidi, kazdy ma mistenku na
jedno sedadlo. Prvni nastupujici ale ztratil svou mistenku, a tak si sedne nahodné.
Kazdy dalsi si sedne na svoje sedadlo, je-li volné, a v opa¢ném pripadé si sedne na
nahodné volné sedadlo. Jaké je pravdépodobnost, Ze posledni pfichozi si sedne na
svoje sedadlo?

Paradox 4. (Monty Hall) Ve finale televizni soutéze je za dvéma dvefmi koza a za
tfetimi auto, pri¢emz soutézici chce auto. Postavi se tedy k jedném dvefim, nacez
moderator otevie jedny dvere, za kterymi je koza — jiné nez ty, ke kterym se soutézici
postavil — a pak d4 soutézicimu moznost jesté svou volbu dveii zménit. Vyplati se
soutézicimu volbu zménit?

Paradox 5. Pravdépodobnost, Ze se narodi dévce, je stejna jako pravdépodobnost,
ze se narodi chlapec.

(i) Uvazme ndhodnou rodinu s dvéma détmi, v niz je prvni narozené dité dévce.
Jaké je pravdépodobnost, ze druhé narozené dité je také dévce?
(ii) Uvazme ndhodnou rodinu s dvéma détmi, z nichZ je alespon jedno dévce.
Jaka je pravdépodobnost, Ze druhé dité je také dévce?
(iii) Uvazme ndhodnou rodinu s dvéma détmi, z nichz je alespoii jedno dévce se
jménem Xénie. Jaka je pravdépodobnost, ze druhé dité je opét dévce?
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Paradox 6. Prisli jsme na test jisté vzacné choroby vyskytujici se u setiny popu-
lace. Mé&Fil nas piistroj, ktery v 90 % ptipadt odpovi spravné (ve zbylych chybné), a
nahlasil, ze onou chorobou trpime. Jaka je pravdépodobnost, ze tomu tak skutecné
je?

Paradox 7. (Simsontiv) Luké$ a Pepa maji oba sviij zluty a modry sééek a v nich
¢erné a bilé kulicky. Pokud Lukas sahne do svého zlutého sacku, ma vyssi pravdépo-
dobnost vytazeni bilé kulicky, nez kdyby sahnul do modrého. Totéz plati pro Pepu.
Presto se miize stat, ze smichame-li kulicky ve zlutych a v modrych saccich, bude
vy$si Sance na vytahnuti bilé kulicky u modrého sacku.

Paradox 8. V n — 1 vrcholech pravidelného n-tihelniku stoji ovce, ve zbylém vr-
cholu stoji vlk. V kazdém kroku se vlk pfesune na ndhodny (jeden ze dvou) sousedni
vrchol a pokud v ném stoji ovce, tak ji sezere. Vlk se nasyti az v okamziku, kdy
sezere n — 2 ovci, tedy pravé jedna ovce prezije. Jakd ovce ma nejvyssi Sanci na
preziti?

Paradox 9. Mirek je velky gurman a vlastni pytel, ve kterém je 123 karamelek a
321 haslerek. Aby si své bonbdény poradné vychutnal, rozhodl se, Ze je bude konzumo-
vat specifickym zptusobem. Kdyz se rano probudi, zacne z pytle ndhodné vytahovat
jeden bonboén za druhym. Prvni bonbén vytahne a sni — kazdy dalsi bonbdén vzdy
vytéhne, a pokud je tento stejného typu jako vSechny pfedchozi, rovnéz jej sni. Je-li
jiného typu, vréati jej zpét do pytle, aby si pro tento den nezkazil chut. Tim Mirktv
ranni ritual kon¢i. Uvedenym zptusobem konzumuje Mirek bonbény kazdy den az
do chvile, kdy uz v pytli zadny nezbyde. Jaka je pravdépodobnost, ze poslednim
snézenym bonbonem bude karamelka? (MKS 32-7-6)

Paradox 10. Deseti zvolenym ministrim byly ndhodné rozdany ministerské re-
sorty (téch je také 10). Kazdy ministr zajde za kralem, ktery posty rozdal, a musi
si tipnout, ktery post mé — konverzace probiha stylem:

Ministr: ,,Zemédeélstvi.”

Kral: Ne, zemédélstvi ma Janosik.“

Ministr: ,,Tak administrativni zalezitosti.“

Kral: ,Ne, administrativni zalezitosti ma Jim Hacker.“

Ministfi se mohou domlouvat pouze pred zkouskou a jako celek uspéji jen, kdyz
kazdy tipne sviij resort nejhiife na sedmy pokus. Presto se dokazi dohodnout tak,
aby méli nadpoloviéni Sanci uspét. (Projev pred UKMO 2014)

Paradox 11. Je nam nabidnuta nasledujici hra: Zaplatime 1000 K¢, pak hazime
minci tak dlouho, dokud ndm padé panna, a néasledné vyhrajeme 2"~ ! K¢, kde n je
pocet nami provedenych hoda. Vyplati se ndm tuto hru podstoupit?
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Nahoda je previt, neda se osalit

Paradox 12. V zaskrtavacim testu muzeme na kazdou z péti otazek odpovédét
jednim z pismen A, B, C, D, E. Za test dostaneme tolik bodi, na kolik otazek
odpovime spravné. Doslechneme-li se, ze kazdé pismeno je pouzito pravé jednou,
vyplati se ndm davat takové tipy, kde je kazdé pismeno pravé jednou?

Paradox 13. Hrajeme jistou hazardni hru. Zacindme s 1000 K¢, vzdy vsadime
néjakou ¢astku (nejvyse tolik, kolik pravé mame) a nasledné ji s pravdépodobnosti
1/2 vyhrajeme a v opa¢ném piipadé prohrajeme. K takové hie je mozné pfistupovat
s rozliénymi strategiemi:
(i) V kazdém kroku vsadime 200 K¢.
(ii) V kazdém kroku vsadime polovinu ¢astky, kterou méme.
(iii) (Martingale) Po kazdé prohfe vsadime dvojnésobek minulé sazky. V opaéném
pripadé, nebo pokud to neni mozné, vsadime jednu korunu.

Pii které z nabizenych strategii mame nejvyssi Sanci dosdhnout ¢astky 3000 K¢?

Paradox 14. Jirka a Marek hraji svou verzi tenisu. Kdyz podava Marek, m4 Sanci
0,5 vyhrat micek, a kdyz podava Jirka, ma pravdépodobnost 0,6 vyhrat micek. Hraje
se do 21 vitéznych bodu (bez prodluzovani). Marek, ktery je slabsi, podavé jako
prvni, a navic si mize vybrat zpisob, jak se budou stridat podani, z néasledujicich
moznosti:
(i) Podéani se stfida pravidelné.
(ii) Podava vzdy ten, kdo naposled vyhral micek.
(iii) Podéavé vzdy ten, kdo naposled prohral micek.

Ktera volba je pro Marka nejvyhodnéjsi?

Obcas je to prosté podvod

Paradox 15. V jedné obalce je 100 K¢ a v druhé 200 K¢. Vybereme si ndhodnou,
zatim neotvirame. Nezndmé mnozstvi penéz v ni ozna¢ime x. V druhé obdlce je tak
néhodné bud 2z nebo 0,52. Primérné je proto v druhé obélce 1,25z, a proto se ndm
vyplati volbu obalky zménit.

Paradox 16. (Bertrandtiv) Pravdépodobnost, Zze ndhodné tétiva kruznice opsané
danému rovnostrannému trojuhelniku je delsi nez jeho strana, je rovna 1/2, 1/3 a
také 1/4.

Paradox 17. Za ptredpokladu hypotézy kontinua je mozné uspotradat vsechna re-
alna cisla tak, ze pod kazdym realnym cislem je v tomto obskurnim uspotradani U
pouze spocetné dalsich ¢isel. Uvazme nyni hru dvou hraci, kdy oba hraci zvoli na-
hodné &islo z intervalu (0, 1) a vitézl ten, ktery zvoli vyssi ¢islo v uspofadani U. Pak
kdykoli jeden hrac¢ zvoli své ¢islo, druhy hrac¢ zvoli vyssi s pravdépodobnosti 1.
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Spiralni podobnost

ToMAS ,,SAVLIK® PAVLIK

Uvod

Spiralni podobnost je nejobecnéjsi pfimé podobné zobrazeni roviny, které esi nékteré
jinak velmi slozité ulohy. Cilem tohoto prispévku je shrnuti poznatki o spiralni
podobnosti a ukazat pouziti na lehkych az stfednich ptikladech.

Definice. Spirdlni podobnost je slozeni otoceni a stejnolehlosti podle téhoz stfedu.
Je urcena stfedem spiralni podobnosti O, orientovanym thlem otoceni W a koefici-
entem stejnolehlosti & > 0. Znacime ji S(O, &, k).

Motivacni priklady

Priklad 1. V roviné jsou ddny razné velké stejné orientované podobné trojuhelniky
ABC a A’B'C'’. St¥edy tsec¢ek AA’, BB’, CC’ ozna¢me po fadé A”, B"”, C". Ukazte,
Ze 1 trojuhelnik A” B”C" je podobny predchozim trojuhelnikiim.

Priklad 2. Je dédn étyithelnik ABCD s rtiznobéZznymi protéj$imi stranami. Priise-

¢ik pfimek AB a C'D ozna¢me @ a prusecik piimek AD a BC oznacme R. Ukazte, Ze
kruznice opsané trojuhelnikim BCQ, ADQ, ABR, C DR prochézeji jednim bodem.

Vlastnosti spiralni podobnosti

Tvrzeni 1. (Zakladni vlastnosti) Pro spirdlni podobnost plati:

(i) Je to podobné zobrazeni, obrazem piimky je piimka, obrazem ¢tverce je ¢tve-
rec, obrazem stfedu tusecky je stfed obrazu tusecky, obecné obrazem ttvaru
je jemu podobny tutvar.

(ii) Uhel mezi piimkou a jejim obrazem je tihel otocent.

(iii) Pomeér délky usecky a jejiho obrazu je roven koeficientu stejnolehlosti.
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Tvrzeni 2. (Specidlni pfipady) Spirdlni podobnost S(O, o, k) se pii specidlnich
hodnotéch W, k redukuje nésledovné.

(i) Pro & = 0 dostdvame stejnolehlost se stiedem O a koeficientem k.
(ii) Pro o = 180° dostdvame stejnolehlost se stiedem O a koeficientem —Fk.
(iii) Pro k = 1 dostavame otoceni kolem O o tihel .
(iv) Prok=1a W = 180° dostavame stredovou soumérnost se stiedem O.
v) Zadné kombinace O, 7, k nam neda posunuti nebo neprimé zobrazeni.

Tvrzeni 3. (Spirdlni podobnosti chodi po dvou) Necht spirdlni podobnost se stie-
dem O prevadi A — C a B — D. Pak jednoznac¢né urcena spiralni podobnost, ktera
pievadi A — B a C — D, ma téz stied v O. Uhel otoceni a koeficient se miize lisit.

Tvrzeni 4. (Existence a jednoznacnost) V roviné jsou ddny body A, B,C,D ta-
kové, ze ABDC (v tomto poradi!) neni rovnobéznik. Pak existuje pravé jedna spiralni
podobnost, ktera prevadi A — C, B — D.

Lemma 5. (S. p. jednoznaéné uréena trojuhelnikem OAA’)  Bud S(O, W, k) spi-
ralni podobnost zobrazujici bod A na A’. Potom plati nasledujici.
(i) Pro rizné body A jsou vsechny trojithelniky OAA’ podobné.
(ii) Libovolny trojuhelnik OAA’ zpétné jednoznacné urcuje spirdlni podobnost
S(0, W, k).

Tvrzeni 6. (Konstrukce stiedu; existence) Bud ABBA’ ¢étyfihelnik takovy, Ze se
piimky AB a A'B’ protinaji v bodé Q. Potom druhy priisecik O kruznic opsanych
trojihelnikiim QAA’ a QBB’ je stied spirdlni podobnosti

s(0,<a04, 122,

kterd zobrazuje A — A', B — B'.

Tvrzeni 7. (Prisecik ¢ty kruznic) Bud ABB’A’ ¢tyftuhelnik s riznobé&znymi pro-
t&jSimi stranami. Prisecik pfimek AB a A’'B’ ozna¢me @, priisecik piimek AA’
a BB’ oznacme R. Potom stred spirdlni podobnosti O, kterd zobrazuje A — A’
a B — B’, je priisecikem kruznic opsanych trojuhelnikiim AA'Q, BB'Q, ABR a
A'B'R.

Cviceni
Cviceni 1. Na sténé visi dvoje hodiny, jedny jdou o ¢tvrthodinu napted. Jak se
pohybuje stied spojnice koncu velkych rucicek?

Cviceni 2. Kruznice k, [ se protinaji v bodech A, B. Bodem A se ota¢i ptimka,
ktera protinad kruznici £ podruhé v bodé K a I podruhé v L. Jakou mnozinu vykres-
luje stied tsecky KL?
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Cviceni 3. Po tfech riznobéznych pfimkach se rovnomérné pohybuji body A, B,
C. Ukazte, ze pokud jsou ve dvou Casech t1, to trojuhelniky ABC podobné, tak uz
jsou podobné v kazdém okamziku.

Piiklady

Piiklad 3. (Simpsonova pfimka) Bud ABCD tétivovy ¢&tyithelnik. Ukazte, ze
paty kolmic z D postupné na piimky AB, AC, BC lezi na jedné ptimce.

Priklad 4. Nechf ABCD je ¢tyrtuhelnik a necht E, F jsou body postupné na
strandch AD, BC takové, ze déli strany ve stejném poméru |AE| : |[ED| = |BF| :
|FC|. Pfimka EF protind ptimky BA a C'D postupné v bodech S a T. Dokazte, Ze
kruznice opsané trojuhelnikim SAE, SBF, TCF a TDFE maji spolecny bod.
(USAMO 2006)

Priklad 5. ABC je ostrouhly trojuhelnik s vyskou AD. Body X a Y lezi po fadé
na kruznicich opsanych trojihelnikim ABD a ACD tak, ze X, D, Y lezi na jedné
pfimce a body X, D, Y, B jsou po dvou rizné. Oznac¢me déle M stfed strany BC
a M’ stfed tsecky XY . Dokazte, ze piimky MM’ a AM’ jsou kolmé.

(MKS 27-3-8)
Priklad 6. Strandm AB a BC trojthelnika ABC pfipiSeme zven¢i podobné pra-
vouhelniky BKLC a M N BA. Ukaite, ze pfimky NC, ML a AK prochazeji jednim
bodem.
Priklad. Méjme konvexni ¢tyfthelnik ABC D, ktery neni lichobéznik. Na stranach
AB a CD jsou body E a F, které déli své strany ve stejném poméru |AE|: |EB| =
|CF|: |FD]|. Priseciky ahlopficek a piimky EF ozna¢me P, @, R. Potom pro rtizné
polohy bodu E prochazeji kruznice opsané trojihelniku PQR jesté jednim pevnym
bodem (rtznym od priiseciku Ghlopiicek P). (Zobecnéni IMO 2005)

Literatura a zdroje

Tento prispévek je podmnoZinou piispévku Spirdini podobnost (Domaslav 2010) od
Franty Konopeckého, jemuz timto dékuji.
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Angel Problem

ALEXANDER ,,OLIN“ SLAVIK

Pravidla hry

Hra Andél a ddbel, o které tato pfednaska pojednava, probihd na nekoneéné sachov-
nici, a jak uz jeji ndzev napovida, hraji v ni proti sobé andél a dabel. Ve svych tazich
se stiidaji.

Andél (pfesnéji andél sily p, kde p € N je pfedem dand konstanta) je figurka, kterd
mize ve svém tahu skocit na kterékoliv policko, na které se miize dostat Sachovy
kral pomoci p svych tahfi, pokud mu nic nestoji v cesté.!

Dadbel, ktery pfimo na Sachovnici piitomen neni, v kazdém svém tahu seZere jedno
policko sachovnice — na takové policko uz andél nemiize nikdy skocit.

Andél prohraje, pokud nemé kam skocit, a vyhraje, pokud muze utikat doneko-
necna.

Trocha historie

Hru vymyslel ve 40. letech 20. stoleti David Silverman, do sirstho povédomi se dostala
v 70. letech. V roce 1982 nastolil John H. Conway otédzku oznacovanou jako Angel
Problem: existuje takové p, ze andél sily p hru vyhraje? Pozdéji (pro vétsi motivaci)
nabidl $100 za kladnou odpovéd, a dokonce $1000 za dikaz dablova jistého vitézstvi.

Ma andél sanci?

Débel je proti andélovi zdanlivé Gplny chuddk — umi za tah seZrat pouhé jedno
policko, zatimco andél mifize skakat az do vzdalenosti p daleko.? Hlubsi priizkum
ovsem ukazuje, Ze situace je pro sily dobra ponékud komplikovanéjsi.

Tvrzeni. Andél sily 1 prohraje.

Umluva. V nésledujicich tvrzenich budeme oznacovat andéla sily p pouze andél a
uvedené vyroky budou platit pro vSechna p € N.

ITedy na kterékoliv policko ve &tverci o strané 2p+ 1, v jehoz sttedu je andél; jesté jinak feceno,
kterékoliv policko ve vzdalenosti nejvyse p v metrice goc.
2Pokud vam to nepfijde jako dostateény nepomér, dosadte si tieba p = 1000 ...
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Tvrzeni. Pokud na andéla klademe (pro pevné zvolené L € N) nékterou z nésle-
dujicich dodate¢nych podminek, prohraje:

(i) pokud se nékdy dostane na pole s y-ovou souiadnici Y, uz nikdy nesmi sko¢it
na pole s y-ovou souradnici mensi nez Y — L,

(ii) pokud se nékdy dostane na pole vzdélené R od pocdtku, uz nikdy nesmi
skocit na pole vzdalené méné nez R — L od pocatku.

Specialné tedy prohraje napi. andél, ktery musi v kazdém tahu zvysovat svou y-ovou
soufadnici (tzv. blbec).

Tvrzeni. Existuje diblova strategie s nasledujicimi diisledky pro andéla: pro kazdé
pole P herniho planu a pro kazdou vzdalenost D budou existovat dva okamziky,
pricemz v tom druhém bude andél k P alespoii o D blize nez v tom prvnim.

Tvrzeni. Andél si nijak nepohorsi tim, kdyz mu ulozime nasledujici dodate¢nou
podminku: nesmi skocit na zadné pole, na které mohl skocit v nékterém ze svych
predchozich tahi.

Svét je zachranén!

V roce 2006 se objevily ¢tyfi nezavislé dukazy, ze dostatecné silny andél prece jen
vyhraje. Nejsilnéjsi z téchto vysledka je:

Véta. Andél sily 2 vyhraje.
Dusledek. Andél sily 1 vyhraje na trojrozmérné sachovnici.
Pozdéji se uvedené tvrzeni podarilo jesté vice zesilit:

Véta. Figurka, ktera umi skocit na kterékoliv pole obdélnika 5 x 3, uprostred néhoz
se nachazi, vyhraje.

Literatura a zdroje

(1] John H. Conway: The Angel Problem,
http://library.msri.org/books/Book29/files/conway.pdf

[2] Andras Mathé: The Angel of power 2 wins,
http://amathe.dyn.elte.hu/letolt.php?angel-mathe.pdf

[3] Johan Wistlund: A weaker winning angel
http://www.math.chalmers.se/~wastlund /weaker Angel. pdf

[4] Martin Kutz: The Angel Problem, Positional Games, and Digraph Roots
http://www.mpi-inf.mpg.de/~mkutz/diss/kutzdiss.pdf

[5] Stijn Vermeeren: Can the Angel fly into infinity, or does the Devil eat its
squares? http://stijnvermeeren.be/download /mathematics/angel_slides.pdf
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Konecna télesa

ALEXANDER ,,OLIN“ SLAVIK

ABSTRAKT. Konecnd télesa jsou pozoruhodnym zakoutim abstraktni algebry hned
ze dvou divodli — kromé toho, Ze pro né plati zajimavé véci, maji i mnoha uplat-
néni v dalsich matematickych oborech i praktickych aplikacich. Prispévek ptiblizuje
konstrukci kone¢nych téles a uvadi jejich zakladni vlastnosti.

Algebraicka priprava

Definice. Mnozinu F spolu s binarnimi operacemi + a - a ,vyzna¢nymi“ prvky 0
a 1 nazveme (komutativnim) télesem, pokud pro vSechna x,y, z € F plati nésledujici
vztahy:

(i

)
(i) v +y=y+uz,
(iil) 2+ 0 ==,
(iv) z-(y-2)=(z-9) 2
V) z-y=y-z,
(vi) z- 1=z,
(vi 13 x - (y—i—z)—x y+a-z,

(viii) existuje prvek —z € F takovy, ze :U + -z =0,
(ix) je-li x # 0, pak existuje prvek = € F takovy, Ze - 271 = 1.

Receno neformalné, prvky z F lze s¢itat, odéitat, nasobit a délit.

,Kazdodennimi“ priklady téles jsou napf. racionalni, readlna nebo komplexni ¢isla.
Jinym piikladem jsou télesa Z, pro p prvocislo, kde se vSe pocitd modulo p. Jak
uvidime, posledné zminéné struktury budou vychozim bodem pro konstrukci vSech
konecénych téles.

Definice. Polynomem nad télesem F (stupné n € N) nazveme formélni vyraz
ap + a1z + asx® + - - + ana™, kde ag, ..., a, € F. MnoZinu vech polynomt nad F
znac¢ime Flx].

Pozor: polynom pro néas a priori nepredstavuje funkci F — F, jak jsme typicky
zvykli. Napi. v télese Zs se polynomy z a z? jakozto funkce shoduji, chdpeme je
vsak jako rdzné polynomy.
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Polynomy pfirozené umime séitat, odcitat, nasobit, délit se zbytkem a hledat
jejich nejvétsi spolecné délitele (pomoci Euklidova algoritmu). Analogicky k celym
¢islim tedy pro né miizeme zavést uziteény pojem kongruence.

Definice. Necht f, r, s jsou polynomy nad télesem F. Rekneme, Ze r a s jsou
kongruentni modulo f, pokud f déli jejich rozdil; tuto skute¢nost zapisujeme

r=s. (mod f)

Snadno vypozorujeme, ze kongruence polynomii mé analogické vlastnosti jako
kongruence celych ¢isel. Pripomenme, Ze u celych ¢isel mély vyznacné postaveni
kongruence modulo prvodislo, protoze se v nich ,dalo délit“. Prirozeny protéjsek
prvocisel ve svété polynomu predstavuje nasledujici definice.

Definice. Polynom f € Flx] nazveme ireducibilni, pokud jej nelze zapsat jako
soucin dvou polynomt stupné alespon jedna.

Poznamka. Ireducibilitu polynomu vzdy chapeme vié¢i konkrétnimu télesu. Napf.
polynom 22 + 1 je v télese redlnych &isel ireducibilni, v komplexnich ¢islech jiz viak
nikoli.

Konstrukce novych téles

Argumenty podobnymi pfipadu celych ¢isel dojdeme k zavéru, Ze v kongruencich
modulo ireducibilni polynom lze vskutku délit (nendsobkem onoho polynomu). Vez-
meme-li tedy libovolné téleso a ireducibilni polynom f nad nim, ziskdme nové téleso
jednoduse tak, ze budeme po¢itat s polynomy modulo f (postup je analogicky k se-
strojeni téles Z,).

Pro ptehlednost budeme proménnou ,skuteénych“ polynomil znacit z, zatimco
proménnou polynomu chapanych jako prvky télesa a.

P¥iklad. Polynom 2 +x+1 je ireducibilni nad Z, (jak se snadno ovéii). Jak bude
fungovat téleso sestrojené dle vySe naznaceného postupu?

Piedné si uvédomme, zZe stejné jako ndm v piipadé Z, staci pocitat s cisly
0,...,p—1 (zbytky modulo p), bude ndm v tomto pfipadé stacit s polynomy stupné
nejvyse jedna. V souladu s vysSe uvedenou konvenci tedy ptijde o prvky 0, 1, a a
a+ 1.

Pro nazornost vynasobme dva prvky — napf. @ a a + 1. Mame

a-(a+1)=c’+a=(*+a+1)+1=1. (modo®+a+1)

Takto vytvofené téleso budeme znacit Zs[a]/(a? + a + 1).
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Vlastnosti kone¢nych téles
Podivejme se blize, jaké specidlni vlastnosti konecna télesa mayji.

Véta. (Weddenburn) Vsechna konecna télesa jsou automaticky komutativni, t. j.
Ize pro né vynechat bod (v) z definice télesa.

Poznamka. Priikladem nekoneéného nekomutativniho télesa je napf. ,téleso® kva-
terniont.

Véta. Konecné téleso velikosti (poc¢tu prvki) t existuje pravé tehdy, kdyz t = p™
pro néjaké prvocislo p a prirozené cislo n. Navic jsou vSechna konecna télesa o téze
velikosti isomorfni;! ,to jediné“ téleso o velikosti t znac¢ime GF(t). Kazdé takové
téleso Ize navic sestrojit jako Z,[al/(f), kde f € Z,[a] je libovolny ireducibilni
polynom stupné n.

Véta. Pro kazdé konecné téleso existuje primitivni prvek, tedy takovy prvek, jehoz
mocnénim ziskdme vsechny nenulové prvky télesa.

Piiklad. Primitivnim prvkem ve vyse zmifiovaném télese Zo[a]/(a? + a + 1) je
napf. o, protoze a2 =a+laad=a?+a=1.

Véta. Kazdé téleso GF(p™) md jako podtélesa vSechna GF(p™) pro m | n.

IDv& télesa jsou isomorfni, pokud mezi nimi existuje bijekce o, ktera spliiuje »(0) = 0, (1) = 1,
plz+y) = p(x)+o(y) ap(z-y) = p(z) o(y). Jinak Feceno, jsou ,z algebraického pohledu stejna“.
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PEPA SVOBODA

ABSTRAKT. Prednaska je ivodem do teorie kategorii — abstraktni matematické teo-
rie, ktera hraje klicovou roli v moderni matematice.

Od mnoZin ke kategorii

Zakladnimi matematickymi objekty naseho svéta jsou mnoziny. Samy o sobé vSak
jsou ponékud chudé — zajimavé zacnou byt, az kdyz se zacneme zabyvat zobrazenimi
mezi nimi. Bez zobrazeni napriklad nedokdzeme méfit velikosti mnozin.

Tvrzeni. (vlastnosti zobrazeni) Zobrazeni mezi mnozZinami miiZzeme skladat a toto
sklddani je asociativni (tj. nezdlezi na uzdvorkovani). Kazdd mnoZina A mé své
identické zobrazeni id 4 — pokud toto zobrazeni sloZzime s jinym zobrazenim f (z nebo
do mnoziny A), obdrzime opét f.

Pokud tyto fundamentdlni vlastnosti (sklddani, asociativitu a existenci identit)
extrahujeme a zapomeneme na mnoziny, dostaneme pojem kategorie:

Definice. Kategorie je soubor skladajici se z:

(i) tfidy objekti,

(ii) tfidy sipek.
Pritom jsou splnéna nésledujici pravidla: Kazda sipka f ma jednozna¢né dany svij
pocatedni objekt A a koncovy objekt B (piSeme f: A — B. Pro kazdou dvojici Sipek
f:A — B ag:B — C existuje Sipka gf: A — C — sloZeni Sipek f a g. Skladani
je asociativni, neboli pro f:A — B, ¢: B — C a h:C — D plati (hg)f = h(gf).
Konecné kazdy objekt A mé identickou Sipku id4: A — A tak, Ze pro kazdou Sipku
fiA— Bag:B— Aplati fidga=faida f=f.

Priklad. Dokaz z definice kategorie, Ze Sipka id 4 je jednoznacna.

Piiklad. Mnoziny (jako objekty) a zobrazeni (jako Sipky) tvofi kategorii.
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Specialni Sipky

Definice. Zobrazeni f: A — B je prosté, pokud z f(z) = f(y) plyne z = .
Zobrazeni f je na, pokud obraz f je celd mnozina B. Pokud je f prosté i na, fikdme,
ze jde o bijekci.

Tvrzeni. Zobrazeni f: A — B je prosté, pokud plati jedna z nasledujicich podmi-
nek:

(1) Existuje zobrazeni g: B — A tak, ze gf = ida. Této vlastnosti také Fikdme,
ze f md pravy inverz.

(2) Zobrazeni f miizeme ,kratit zleva“, tj. pro kazdou mnozinu X a dvé zobra-
zeni g, h: X — A, pro které plati fg = fh plati také g = h. Této vlastnosti
iikame, ze [ je monomorfismus.

Obdobné tvrzeni plati pro zobrazeni na, staci jen vyménit slova jako ,pravy® za
Hevy“. Jenze diikkaz neni tak jasny, jako v ptipadé prostého zobrazeni.

Cviceni. Uvédom si, ze ekvivalence trvzeni ,,f je na“ a ,f se d4 kratit zprava® je
ekvivalentni s axiomem vybéru.

Tvrzeni. Zobrazeni f: A — B je bijekce pravé tehdy, kdyz existuje (tzv. inverzni
zobrazeni) g: B — A tak, ze gf = ida a fg = idg. Této vlastnosti fikdme, Ze f je
izomorfismus.

Pravé inverzy, monomorfismy ¢i izomorfismy muzeme definovat v libovolné kate-
gorii, protoze jsme v jejich definici pouzivali pouze objekty, Sipky, skladani a identity.
Naopak prosté zobrazeni je pojem, ktery je definovdn pomoci prvki mnoziny, ale
mnoho kategorii mé& objekty, kde nema o prvcich smysl mluvit (viz dalsi pfiklad).
To, Ze v kategorii mnozin tyto t¥i pojmy souhlasi, je stastnd ndhoda, kterd neni
pravidlem.

Piiklad. Za objekty zvolme vSechna realné cisla. Pokud pro redlnd a a b plati,
a > b, fekneme, %e z a do b vede pravé jedna Sipka (a nezdlezl na tom, jak ji
pojmenujeme). V opa¢ném pfipadé mezi a a b zadna Sipka nevede. Je jasné, jak
se maji Sipky skladat, a jednoduché ovéfit, ze takto obdrzime kategorii. Znacime
ji (R, >). Analogicky muzeme definovat napfiklad kategorii pfirozenych ¢isel (N, >)
nebo raciondlnich éisel (Q, >).

Eukleidovské prostory

Definice. FEukleidovsky prostor (E-prostor) dimenze n je mnozina vSech n-tic re-

alnych ¢isel spolu s operaci ,s¢itani“: (a1,aq,...,an) + (b1,b2,...,b,) = (a1 +
bi,as + ba,...,a, + b,) a operaci ,nésobeni prvku prostoru redlnym d¢islem r*:
r-(ai,as,...,a,) = (raj,ras,...,ra,) .

41



KATEGORIE

Definice. Zobrazeni mezi E-prostory R™ a R" nazyvame linedrni, pokud pro kazdé
dva body a, b prostoru R™ a realné ¢islo r splnuje

(1) fla+b) = f(a)+ f(b),

(2) f(ra) =rf(a).
Priklad. Identické zobrazeni je linedrni. SloZeni dvou linedrnich zobrazeni je line-
arni.

Duo E-prostory + linearni zobrazeni vyhovuje nasi definici kategorie.

Piiklad. Linearnimu zobrazeni z R™ do R™ muZeme pfirozené prifadit matici
m x n. Skladani zobrazeni pak odpovida obvyklé nasobeni matic.

Priklad. Pokud za objekty vezmeme pfirozena ¢isla, Sipky z m do n budou vSechny
matice a skladani bude nasobeni matic, dostaneme kategorii.

Soucin a soucet

Definice. Soucin objekti A a B je objekt C spolu s Sipkami a:C' — A a b:C — B,
ktery spliiuje ,univerzalni vlastnost“: Pokud vezmeme néjaky jiny objekt X spolu
s Sipkami w: X — A a v: X — B, existuje pravé jedna Sipka x z X — C tak, Ze
ar =u a br = wv.

X

Priklad. Najdi néjaky soucin v kategorii mnozin.

Piiklad. Co je souéin v kategorii (R, >)?

Priklad. Co je soucin E-prostortu?

Tvrzeni. Soucin neni definovan jednoznacné, ale kazdé dva souciny jsou izomorfni.

Ke kazdému kategoridlnimu pojmu méame pojem dualni, ktery dostaneme tak,
ze v definici obratime vSechny Sipky. Pokud to provedeme se souc¢inem, dostaneme
soucet alias koprodukt. Kazda kategorie C' mé duéalni kategorii C°P, kterd ma stejné
objekty, ale Sipky jsou obracené.

Priklad. Najdi soucet v dosud zminénych kategoriich.

Tvrzeni. (Princip duality) Pokud nahradime vSechny pojmy v platném tvrzeni
jejich dualnimi pojmy, dostaneme opét platné tvrzeni. Jinymi slovy, v teorii kategorii
je vzdy automaticky pil hotovo.
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Cviéeni. Kazdé dva soucty jsou izomorfni.

Jako nas z kategoridlniho pohledu pfili§ nezajimaji samotné mnoziny, ale spi$
zobrazeni mezi nimi, podobné je to i s kategoriemi. Proto zavadime tzv. funktory,
coz jsou Sipky mezi kategoriemi. D4 se fict, Ze funktory zprostiedkovavaji komunikaci
mezi riznymi matematickymi svéty.

Definice. Funktor F mezi kategoriemi C' a D je proces,' ktery pfifazuje objektu
Az C objekt FA z D a sipce f: A — B sipku Ff: FA — FB, piicem% zachovava
sklddani Sipek (nezélezi, zda Sipky nejprve slozime a pak posleme funktorem, nebo
naopak) a identity.

Priklad. Maticovd reprezentace je funktor z kategorie E-prostorti do kategorie
matic, ktery prostoru R™ pfirazuje jeho dimenzi n a linedrnimu zobrazeni prifazuje
odpovidajici matici.

Pointa maticové reprezentace je, Ze se z geometrického svéta prostori a linearnich
zobrazeni dostaneme do suchého svéta matic, kde se ale snadno fesi problémy. Tim,
7e je nas vztah funktor (tj. zachovava sklddani a identity), dokdzana tvrzeni se
snadno prenesou zpét do svéta geometrie.

Kategorii teorii mtizeme aplikovat na sebe samu. Pokud totiz za objekty zvolime
kategorie? a za Sipky funktory (je jasné, jak se budou sklddat), ¢imz dostaneme
kategorii. Takto napriklad dostaneme definici soucinu nebo souc¢tu kategorii.

Priklad. Co je soucin a soucet kategorii?
Priklad. Soudin je funktor z kategorie C' x C' do kategorie C.

Uloha. Predstav si E-prostor R” jako kategorii, ktera ma jeden objekt x, Sipky
jsou prvky R™ a skladani je s¢itani. Co jsou potom funktory z R™ do R™? Musi byt
nutné linearni?

Bisoucin a Ab-kategorie

Definice. Ab-kategorie je takova kategorie, ze pro libovolné objekty A, B a dvé
sipky f,g: A — B existuje soucet Sipek f+ g tak, Ze jsou splnéna nasledujici pravidla:
(i) Séiténi je asociativni a komutativni, existuje sipka ,,0 tak, ze f +0 = f, a
ke kazdé Sipce f existuje Sipka ,—f“ tak, ze f + (—f) = 0.3
(ii) S¢itani a sklddani jsou distributivni, tedy pokud mame Sipku h: B — C, pak
plati h(f + g) = hf + hg a obdobné pro Sipky do objektu A.

L1Ctenafi je jasné, ze formalné jde o dvojici funkei (na objektech a sipkach).

2Pokud bychom vzali vSechny kategorie, dostali bychom mnozinovy paradox podobné jako
s mnozinou vSech mnozin. Muzeme ale vzit napfiklad vSechny kategorie, které jsou néjak ome-
zené velikosti.

3Mnozinu Sipek jsme tak nahradili strukturou, které se ¥ika Abelovska (tj. komutativni) grupa —
odtud nazev.
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Definice. Bisoucdin objektii A a B je objekt C spolu s Sipkami p,: C — A, pp: C —
B,i,:A— C apy: B— C, které spliiuji nasledujici podminky:
(1) paia =ida, peiy = idp.
(11) pbia = 07 paib =0.
(iii) 1P + tppp = idc.

A X > Cz > B
Pa Po
Tvrzeni. Necht A a B jsou objekty v Ab-kategorii. Potom jsou nésledujici vyroky
ekvivalentni:
(i) C je bisouc¢in A a B.
(if) C je soucin A a B.
(iii) C je soucet A a B.
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Matice 2 x 2

HELGA SVOBODOVA

ABSTRAKT. Prednaska ma za cil seznameni s operacemi a zakladnimi vlastnostmi
realnych matic 2 x 2. Déle pojednava o linedrnich zobrazenich a v zavéru o souvislosti
matic s komplexnimi ¢isly.

Matice a maticové operace

Ciselnou matici rozumime tabulku &isel, kterym se ¥ika prvky matice. Na prednésce
se budeme vénovat redlngm ctvercovym maticim 7adu 2, tedy maticim o dvou sloup-
cich a dvou tadcich, jejichz prvky jsou realna cisla. Prilezitostné budeme matice
oznacovat velkymi tiskacimi pismeny A, B, ...

Pro dvé matice plati
ay bl o a9 b2
C1 d1 - Co d2

pravé tehdy, kdyz plati zaroven a; = ag, by = b, ¢c1 = c2 a d; = ds.
Matice s¢itame pfirozenym zptisobem:

ap by n az by _ (@ ta by + b2
1 dy co  do cr+cy di+da )’

odcitani funguje analogicky. Odectenim dvou stejnych matic dostaneme nulovou ma-

tict
0 0
0 0/

Matici lze nasobit libovolnym redlnym ¢islem a:

a b\ _ (aa oab
“Ne d) " \ae ad)"

Takto je definovano nasobeni matice a vektoru:
(a b> (x)(ax+by>
c d y cx+dy )
Soucin dvou matic je definovan nasledovné:
(a b) (e f)_(ae+bg af+bh>
c d g h ce+dg cf+dh )’
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Piiklad 1. Naleznéte identickou matici I — takovou, kterd prendsobenim nezméni
puvodni matici. Lisi se identickd matice pfi nasobeni zleva a zprava?

Priklad 2. Je maticové nasobeni obecné komutativni? (Tedy plati pro kazdé dvé
matice A, B, ze AB = BA?)

Tvrzeni. Maticové nasobeni je asociativni. (Tedy pro kazdé tfi matice A, B, C
plati A(BC) = (AB)C.)

Priiklad 3. DokéaZete najit dvé nenulové matice takové, Ze jejich sou¢inem je matice
nulova?

Piiklad 4. Naleznéte tvar inverzni matice k obecné matici A, tedy matici A~!
takovou, ze AA~! = I. Existuje inverzni matice ke kazdé matici?

Definice. Cislo ad — bc nazyvame determinantem matice A = (‘C’ Z) Znacime ho
det A.

Priklad 5. Jak vypadéa determinant matice inverzni k (‘Cl Z)? Jaky je soucin de-
terminantti ptuvodni a inverzni matice?

Priklad 6. Dokazte, Ze pro libovolné dvé matice A, B plati det(AB) = det A det B.

Linedrni zobrazeni v roviné
Jak vypadaji lineadrni zobrazeni, si ukdzeme na pfednésce.

Tvrzeni. Pro kazdé linedrni zobrazeni f:R? — R? existuje matice ((Z 2) takova,
%e pro kazdy vektor () € R? plati

f()-(0006)

Piiklad 7. Naleznéte matice téchto linearnich zobrazeni: identické zobrazeni, oso-
va soumérnost, stfedova soumérnost, stejnolehlost. Na co se pfi nich zobrazi ¢tverec

s vrcholy (0,0),(0,1),(1,1),(1,0)?
Priiklad 8. Naleznéte matici linedrniho zobrazeni, které promitd vektor na osu .

Priiklad 9. Naleznéte geometricky vyznam linearniho zobrazeni uréeného matici

cosp —singp
singp cosp )
Tvrzeni. Obraz libovolného utvaru v roviné s obsahem S pfi zobrazeni daném

matici (¢ Y) mé obsah |ad — bc| S.

Zdroje
(1] http://www.wikipedia.org

46



Turnaje

MARTIN ,E.T.“ SYKORA

ABSTRAKT. Kdo by nemél rad puntiky a éarky? A praveé jimi se v prispévku budeme

zabyvat. Navic si ukdzeme, ze a¢ to tak na prvni pohled nevypada, jejich studium nam

muze byt i k néemu dobré.
Vétsina matematickych oboril je pomérné rozsahld a jejich studium se ned4a stih-
nout ani za par let, natoz na jedné prednasce. Proto si situaci uleh¢ime a pfi studiu
,puntika a carek“, kterym se odborné rika grafy, se zaméfime jen na pomeérné tzkou
skupinu objekttl, tzv. turnaje. Ze nevite, o ¢em to mluvim a jak souvisi puntiky a
¢arky s turnaji? Na prednasce si ukazeme nejen, ze spojitost tam skutecné je, ale do-
zvime se o turnajich i spoustu zajimavych véci, na které bychom bez matematického
aparatu nikdy nepfisli.

Abychom si rozuméli

Definice. Koneény orientovany graf G je uspofadana dvojice G = (V, E), kde
V' je libovolnd neprazdna koneénd mnozina a E libovolna mnoZina usporadanych
dvouprvkovych podmnozin mnoziny V. Prvkiim mnoziny V' fikdme vrcholy a prvkim
mnoziny E (orientované) hrany nebo také Sipky.

Graf G si mizeme predstavovat jako mnozinu puntikti a mnozinu Sipek mezi nimi,
pri¢em? Sipku z vrcholu u do v kreslime pravé tehdy, kdyz (u,v) € E.

Poznamka. Definice orientovaného grafu nezakazuje, aby pro néjakd uw,v € V
vedla Sipka obéma sméry. Dokonce muze Sipka spojovat jeden vrchol se sebou samym
(a tak tvotit tzv. smycku). My ale budeme predpokladat, Ze tyto situace nenastanou.

Predstavme si, ze si v grafu G vybereme vrchol v. Pak mezi zbylymi vrcholy
existuji dvé skupiny, které jsou vzhledem k v ,zajimavé“. Zaprvé je to mnozina
vrcholt, do kterych z v vedou hrany. Témto vrcholiim budeme fikat potomci vrcholu
v a jejich mnoZinu budeme znacit A(v). Analogicky budeme mnozinu v8ech vrcholt,
ze kterych jdou hrany do v, znacit symbolem B(v) a budeme ji fikat rodice vrcholu v.

Déle miizeme definovat vstupni stupeinl in(v) vrcholu v jako pocet rodi¢i vrcholu
v, tedy in(v) = |B(v)]. Obdobné definujeme vystupni stupen out(v) vrcholu v jako
pocet jeho potomki. Tedy out(v) = |A(v)].
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TURNAJE

Definice. Cesta délky n v grafu G = (V, E) je posloupnost n po dvou rtznych
vrchold vy, v, ..., v, a hran (v;,v;41), 4 € {1,2,...,n—1}.

Definice. Cyklus délky n, nebo také n-cyklus v grafu G = (V, E), je cesta délky n
v grafu G sjednocend s hranou (v, v1).

Definice. Rekneme, Ze graf G je turnaj, pokud mezi kazdymi dvéma jeho vrcholy
vede Sipka. Formalnéji feceno, graf G je turnaj, pokud pro vSechny w,v € V,u # v,
plati, ze bud (u,v) € E, nebo (v,u) € E.

Definice. O vrcholu v v turnaji V fekneme, Ze je hrubdk, pokud in(v) = 0. Déle
o vrcholu v € V fekneme, Ze je Supdk, pokud out(v) = 0. Nakonec o vrcholu fekneme,
7e je polohrubdk, pokud v U A(v) U (UueA(v) A(u)) = V. Hrubékem je tedy vrchol,
ze kterého vedou hrany do vSech ostatnich vrcholl, a tak se z néj da dostat do vSech
vrcholl grafu po nejvyse jedné hrané. Do Supdka naopak vsechny hrany vedou.
Polohrubdk je pak vrchol, z néjz se da dostat do vSech vrcholt po nejvyse dvou
hranéch.

Na zahrati

Priklad 1. Neorientovany graf definujeme stejné jako graf orientovany, jen jeho
hrany nejsou dvojice usporadané, ale neusporadané. Usporadejte nasledujici mno-
ziny podle velikosti: mnozina vSech neorientovanych grafi na danych n vrcholech,
mnozina vSech orientovanych grafii na danych n vrcholech, mnozina vSech turnajt
na danych n vrcholech.

Priklad 2. UkazZte, Ze v kazdém turnaji na 2k vrcholech, kde k je néjaké prirozené
¢islo, je dvojice vrchold u, v takova, Ze in(u) > in(v).

Priklad 3. Ukazte, Ze v turnajich (a orientovanych grafech obecné) plati

Z in(v) = Z out(v).

veV veV

Priklad 4. Na planeté DL-27H je nenulovy sudy pocet portdl, pficemZ mezi
kazdymi dvéma portaly vede teleport pravé jednim smérem. Lze se teleportovat tak,
ze kazdym teleportem ,proletime“ pravé jednou a skoncime u portalu, kde jsme
zacali?

Priklad 5. Ukazte, Ze v kazdém turnaji existuje cesta pfes vSechny vrcholy.
Priklad 6. Ukazte, ze pokud v turnaji neni hrubdk, pak v ném existuje trojcyklus.

Priklad 7. Ukazte, Ze pokud v turnaji neni hrubédk, pak jsou v ném alespon dva
polohrubéaci. Musi nutné existovat t¥i?
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Priklad 8. V mezigalaktické lize v pace soutézilo osm sildki. Kazdy soutézil s kaz-
dym pravé jednou a zadny zapas neskoncil remizou. Ukazte, Ze z nich lze vybrat ¢tyfi
sildky A, B, C' a D takové, ze A porazil B, C i D, B porazil C i D a C porazil D.

(AoPS)

Pro chytré hlavicky

Definice 9. Rekneme, Ze orientovany graf je silné souvisly, pokud pro kazdé dva
jeho vrcholy u, v existuje cesta z u do v i z v do wu.

Definice 10. Rekneme, Ze orientovany graf je rozloZitelnsj, pokud lze jeho vrcholy
rozdélit do dvou neprazdnych podmnozin A a B takovych, Ze pro vSechna u € A a
pro vSechna v € B plati, Ze (u,v) € E.

Priklad 11. Hvézdna fiSe se sestava z 1001 planet. Kazdé dvé planety jsou spojeny
jednosmérnymi ¢ervimi dérami, a navic plati, ze z kazdé planety vychazi 500 ¢ervich
dér a 500 jich v ni kon¢i. 668 planet pfitom tvoii autonomni republiku. Ukazte, zZe
se z kazdé planety republiky d& dostat na kazdou, aniz by bylo nutné republiku
opustit. (ARO 2004 10.6)

Priklad 12. Ukazte, Ze v turnajich plati

3 (@) = 3 (out(v))?.

veV veV

Pozor, v orientovanych grafech toto tvrzeni obecné neplati. (Putnam 1965)

Priklad 13. Ukazte, Ze pro libovolny turnaj G jsou néasledujici podminky ekviva-
lentni:
(i) G je silné souvisly.
(ii) G neni rozlozitelny.
(iii) V G existuje cyklus pies vSechny jeho vrcholy.
(Variace na KMS 11 2008)

Priklad 14. Mé&jme turnaj G, ktery obsahuje n-cyklus. Dokazte, ze v G existuje
(n — 1)-cyklus. Reste pro ptipad n = 22%T1 — 1, kde k je néjaké piirozené &islo.

Priklad 15. M¢jme turnaj G, ktery obsahuje n-cyklus. Dokazte, Ze pro kazdy
vrchol v daného n-cyklu a pro kazdé m = 3,4,...,n existuje v G m-cyklus, ktery
obsahuje vrchol v.

Priklad 16. Dokazte, ze kazdy rozloZitelny turnaj se dd zménou orientace jedné
hrany zménit na graf, ktery neni rozlozitelny.
(variace na A Beginner’s Guide to Graph Theory 10.2.3)
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Priklad 17. Turnaj nazveme tranzitivni, pokud pro vSechna u,v,w € V takova,
ze (u,v) € E a (v,w) € E, plati (u,w) € E. Dokazte, Ze turnaj je tranzitivni pravé
tehdy, kdyz neobsahuje zadny cyklus.

(A Beginner’s Guide to Graph Theory 10.2.4)

Piiklad 18. Reste piiklad 4 pro pfipad, Ze na planeté je lichy podet portali a
z kazdého portalu vede stejny pocet teleportii, jako do néj vchazi. Jak lze tloha
zobecnit pro obecné orientované grafy?

Priklad 19. PraSatko dostalo jako dérek n > 3 ocislovanych bodu 1,2,...,n a
samym nadSenim se jalo mezi body kreslit Sipky dvou barev. Pfitom vysledek jeho
snahy splnoval tato pravidla:

(i) Z kazdého bodu vedla sipka do kazdého bodu s vétsim ¢islem.

(ii) Pokud z bodu A vedla cesta do B po Sipkéach jedné barvy, pak mezi stejnymi
vrcholy nevedla cesta druhé barvy. Kolika zptisoby mohlo PraSatko prikreslit
vsechny sipky?

(ARO 2005 11.3)

Priklad 20. Méjme n > m > 3 a turnaj na n vrcholech, ve kterém neni m-cyklus.
Dokazte, ze Ize jeho vrcholy ohodnotit ¢isly 1,2, ..., n tak, ze kdykoliva > b+m—2,
pak vede hrana z vrcholu ohodnoceného ¢islem a do vrcholu ohodnoceného ¢islem b.

(USA TST 2009)

Zdroje

Ze zdroja, které nejsou uvedeny vysSe u konkrétnich uloh, bych rad zminil prispévek
Pepy Tkadlece s ndzvem Turnaje a Orientované grafy. Z ného jsem vyrazné Cerpal
a jeho autorovi bych timto rad podékoval. Zbylé piiklady jsou variace na znamé
véty, tvrzeni a problémy, které naleznete v kazdé druhé publikaci zabyvajici se teorii
grafi.
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Symediany

STEPAN SIMSA

ABSTRAKT. Symedidny patii k velice zajimavym oblastem moderni geometrie troju-
helnika. Jedna se o pokrocilejsi, ale pro olympiddni matematiku velice dulezité téma,
protoze rozmanitych vlastnosti symedian se da v tlohach casto vyuzit. Pfispévek ob-

najdete napovédy ke zminénym tvrzenim i iloham.
Nez za¢neme se symedidnami, pfipomeneme si nékteré souvisejici pojmy.

Definice. Mg¢jme dany thel XVY a jeho osu o. Pfimky p a ¢ nazveme antirovno-
bezné, pokud osovy obraz primky p podle o je rovnobézny s piimkou q. Pokud navic
V epaV €gq,fikdme, Ze p a ¢ jsou izogonalni.

Jedna ze zakladnich vlastnosti antirovnobézek je, ze jejich priseciky s piimkami
VX a VY lezi na jedné kruznici.
Nyni si miazeme definovat, co jsou to symediany.

Definice. Symedidny trojuhelnika jsou pfimky izogonélni s jeho téZnicemi.

Tvrzeni 1. Symediany se protinaji v jednom bodé, ktery nazveme Lemoinovym
bodem a budeme ho znacit K.

Jesté nez zacneme s dulezitymi tvrzenimi a piiklady, dohodneme se na znaceni.
Symedianu skrz vrchol A nazveme A-symedidna. Priseciky symedidn se stranami
BC, CA, AB zna¢ime postupné S,, Sp, S..

voevs

Tvrzeni 2. Symedidna je mnozina stiedil antirovnobézek s protéjsi stranou.

To samé se da fict jesté jinym zptisobem. Protiné-li antirovnobézka ke strané BC'
piimky AB, AC v bodech B’, C’, tak symedidna v trojihelniku ABC je téZnice
v trojihelniku AB’C’ a naopak téZznice v ABC' je symedidna v AB'C’.

Z nasledujiciho tvrzeni se da snadno dokazat, ze se symediany protinaji v jednom
bodé.

Tvrzeni 3. Symedidna z vrcholu A je mnozina vnitinich bodi X tthlu BAC, pro
néz je

d(X,AB) ¢

d(X,AC) b’
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Tvrzeni 4. A-symedidna prochdzi priisecikem tecen ke kruznici opsané v bodech
BacC.

Dalsi vlastnosti symedian

Tvrzeni 5. S, déli stranu BC' v poméru

BS, c?

S,C b2’

Tvrzeni 6. Méjme bod X na symediané a vedme jim antirovnobézky ke strandm
AC, AB. Ty protnou pfimky AB, AC' v bodech T, U. Pak plati | XT| = |XU|.

Tvrzeni 7. Udélejme teény ke kruznici opsané v bodech A, B, C. Ty ohrani¢uji
takzvany Gergonnuv trojuhelnik E,EuE. (E, je prisecik tecen z vrcholi B, C).
Pak Lemointuv bod trojuhelniku ABC je Gergonniiv bod trojihelniku E,EpE,. (to
je prusecik pifimek AD, BE, CF).

Tvrzeni 8. Necht X je bod na kruznici opsané ruzny od A, pro ktery plati

|XB| ¢

IXC| b

Pak AX je A-symedidna. Navic BC, X A, C'B jsou symediany v trojithelnicich BX A,
XBC, BAX.

ObtizZnéjSi tvrzeni

Tvrzeni 9. (Kosinova kruznice) Bodem K vedeme antirovnobézky se stranami.
Ty na obvodu trojihelnika vytnou Sestici koncyklickych bodi. Stfed této kruznice
je K.

Tvrzeni 10. (Lemoinova kruznice) Bodem K vedeme rovnobézky se stranami. Ty
na obvodu trojiahelnika vytnou Sestici koncyklickych bodi. Stred kruznice, na niz
lezi, je stied tsecky OK.

Tvrzeni 11. Necht M je stied strany BC a X stied A-vysky. Pak na MX lezi
Lemoiniiv bod.

Tvrzeni 12. (Tuckerovy kruznice) Strany trojihelnika ,pfistejnolehlime® ke K
s koeficientem mensim neZ jedna. Obrazy na obvodu trojihelnika vytnou Sestici
koncyklickych bodu. Stied kruznice je na tsecce OK .

Tvrzeni 13. (Lemoine Theorem) Lemointiv bod je jediny bod, ktery je téZistém
svého pedal triangle, tedy trojihelniku, jehoz vrcholy jsou projekce K na strany.
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STEPAN SIMSA
Ptiklady

Priklad 14. Symedidna lezi vZdy mezi osou thlu a vyskou.

Priklad 15. Necht D, E, F jsou body dotyku kruznice vepsané postupné se stra-
nami BC, C'A, AB. Dokaite, ze ABC je rovnostranny, pravé kdyz je tézisté troju-
helniku ABC Lemoinovym bodem trojihelniku DEF.

Piiklad 16. Je dan trojthelnik ABC, v némz |AC| = 2|AB|. Ke kruznici k jemu
opsané sestrojme teény v bodech A a C a jejich prisec¢ik ozna¢me P. Dokazte, ze
priseéik piimky BP a osy strany BC' lezi na kruznici k. (CR TST 2013)

Priklad 17. Necht ABC je rovnoramenny trojthelnik se zdkladnou BC. Bod P
lezi uvnitf trojuhelniku tak, ze |[<CBP| = |[<ACP|. Ozna¢me M stied strany BC.
Ukaite, 7e |<BPM|+ |<CPA| = 180°. (Poland 2000)

Priklad 18. V konvexnim ¢étyfahelniku ABCD pro stied M tsecky AC plati
|<BMC|=|<CMD|=|<BAD|. Dokazte, ze ABCD je té&tivovy.
(Poland 2005)

Priklad 19. Necht M N je pfimka rovnobézné s BC, kde M, N lezi na stranch
AB, AC. Pi¥imky BN a CM se protinaji v bodé P. KruZnice opsané trojahelnikim
BMP a CNP se protinaji ve dvou rtznych bodech P a Q. Dokaite |<BAQ| =
|<CAP]. (Balkan MO 2009)

Priklad 20. Necht ABC je ostrothly trojuhelnik. Osa thlu u vrcholu A protne
stranu BC' v bodé D a kruznici opsanou trojuhelniku ABC v bodé E (rizném od
A). Kruznice s pramérem DE protne podruhé kruznici opsanou v bodé F. Dokazte,
7e AF je symedidna v trojuhelniku ABC. (ARO 2009)

Priklad 21. Trojihelnik ABC je vepsany do kruznice w. Teény k w v bodech B a
C se protinaji v T. Bod S lezi na poloptimce BC tak, ze AS 1 AT. Body By a C}
lezi na polopfimce ST (s Cq mezi By a S) tak, ze |B1T| = |BT| = |C1T|. Dokazte,
ze trojuhelniky ABC a AB;C4 jsou podobné. (USA TST 2007)

Literatura a zdroje

[1] Sbornik ¢KS 1, ptispévek Michala Rolinka, http://iksko.org/sous.php
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Dolni celda a zlomkova cast Cisla

RADO SVARC

ABSTRAKT. Prispévek popisuje zékladni vlastnosti funkci cela a zlomkova ¢ast Cisla.
Krom definice a popisu zédkladnich vlastnosti pfispévek obsahuje také mnoho ptiklada
na zakladni typy tloh souvisejicich s témito funkcemi.

Definice. Jako funkci |z]| definujeme (zjevné jednoznaéné dané) celé ¢islo, pro
které plati |z] <z < |z| + 1. Toto ¢islo pak nazyvame dolni celou ¢dsti z (slovicko
dolni se obéas vynechéava).

v

Definice. Zlomkovd (nékdy téz neceld nebo desetinnd) édst ¢isla x se definuje jako
{a} =2 — [z].

Tedy naptiklad [1,17] = 1, {1,17} = 0,17, |—3,7] = —4, {-3,7} = 0,3. Dulezité
je, ze funkce cela ¢ast neni zaokrouhlovani. Zaokrouhlovani je ve skutecnosti funkce

Lx + %J Dolni celd a zlomkova ¢ast maji mnoho vlastnosti, které jsou sice obvykle
vice ¢i méné zfejmé, ale rozhodné se hodi mit je na paméti.

Tvrzeni. Pokud x ay jsou redlnd ¢isla a n celé ¢islo, pak plati ndsledujici tvrzeni.

(i) [z +n]=z] +n.

)
iii) Dolni celd ¢dst je neklesajici funkce, tj. pokud x <y, pak |z] < |y|.
) e+ ly] < lz+yl < =]+ [y] + 1.
) {z+y} <{z}+{y}
(vi) Pokud jsou x ay nezdporna ¢isla, pak |z| - |y]| < |zy].

)

ii)

)

(vii) [LL] =[]

Doporucuji ¢tenéfi se nad vSemi tvrzenimi alespon na chvili zamyslet a uvédomit
si, ze plati.

Skakani a intervaly

Jednou ze zakladnich vlastnosti celé ¢asti je, Ze je ,zblizka konstantni“, tj. méni
svou hodnotu jen pri prechodu pres celé Cislo, coZ se nestava prilis casto. Toho se
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déa vyuzit pro dukaz mnohych vztaht, a to hned dvéma zptsoby. Prvnim je ,ska-
kani“. To spociva v dikazu indukci, ve kterém vyuzivame tvrzeni typu ,tento ¢len
se neméni/méni konstantné, s vyjimkou pfipadu, kdy ...“ Druhy zptisob spociva
v rozdéleni ¢isel do skupin (dle zlomkové ¢asti ¢i velikosti) tak, aby vyraz, se kterym
pracujeme, byl v celém intervalu konstantni. Poté bud projdeme vSechny moznosti,
nebo to prosté vyresime algebraicky v obecném intervalu.

Priklad 1. Jako a, si oznac¢me n-té nejmensi ptirozené ¢islo, které neni ¢tverec.
Ukazte, ze

1
ay = {n +/n+ QJ )
Priklad 2. Pro v8echna pfirozend ¢isla n > 2 dokazte rovnost
lVn] + [V/n] + -+ [¥/n] = [logyn] + [loggn] + - + [log, n].
(iKS 2013/2014)
Priiklad 3. Pro vSechna realné ¢isla x a prirozené ¢isla n dokazte rovnost

JLMJ.

n—1

|z] + {HH +t {H -

(Hermite)
Priklad 4. Pro vSechna reilnd x ukazte rovnost
§+x+2+m+4_£+x+3
3 6 6 | |2 6 |

Priiklad 5. Pro vSechna pfirozena n ukaZzte rovnosti

Q) [Vr+vn+1]=[Vin+1|=|V4n+2| = |V4n + 3],  (Kanada 1987)
(i) [Vr+vVn+1++vVn+2]=|V9n+38]. (Tran 1996)

Rovnice a odhady

Pravdépodobné nejrozsifenéjsim druhem tloh zabyvajicich se celymi a zlomkovymi
¢astmi jsou rovnice. Obvykle plati, Ze pokud se v rovnici vyskytnou vsechny tii
Gisla x, |z] a {«}, chcete se jednoho z nich zbavit pouZitim néjakého tvaru rovnice
z = |z] + {«}. Obvykle se snazite zbavovat ¢lenu, ktery je ,nejjednodussi“ (mé
nejnizsi stupen, roznasobeni d4 nejméné prace atp.). Pokud jsou na tom vSechny
pfiblizné stejné, byva obvykle nejlepsi zbavovat se ¢lenu z. Diivod je ten, ze o {z}
vite, Ze lezi na intervalu [0, 1], o |z] vite, Ze je to celé ¢islo, ale o « nevite skoro nic.
Pokud maéte rovnici s ¢leny |x] a {z}, obvykle je spravna cesta cely vyraz odhadnout
shora a zdola pomoci 0 < {z} < 1, ziskat interval, ve kterém lezi |x| a protoze je
to celé cislo, staci vyzkouSet vSechny moznosti. Obcas existuje i rychlejsi feseni, ale
vétsinou byva dosti trikové.

Nakonec, pokud pracujeme s rovnici bez zlomkovych c¢asti, d4 se obcas pouzit
(dosti mlhavé) ,tvrzeni“ |z| ~ x. To ndm obcas poradi s tim co méame s rovnici
délat. Pfi skute¢ném dokazovani se poté vyuzije konkrétngjsi tvar |z] <z < |z]+1
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Priklad 6. Naleznéte viechna redlnd &isla z takova, ze |x]? + 4{x}? = 42 — 5.

Piiklad 7. Naleznéte vSechna realné Cisla x takova, Ze

s 9. 10
{z} = |z]
Piiklad 8. Naleznéte v8echny trojice redlnych éisel (z,y, z) takové, ze
z+ |yl +{z} =11,
lz] +{y} +2=22,
{z} +y+[2] =33
(Rumunsko 1979, Austrélie 1999)

Priklad 9. Naleznéte viechna realnd &isla z takova, Ze |22 + 2x| = [z]% + 2[z].
(Indie 2009)

Pfiklad 10. Naleznéte vSechny dvojice pfirozenych éisel (a,b) takovych, ze
@l P _[@r ],
b al| ab ’
(IMO shortlist 1996)

Priklad 11. Nechf x je redlné &islo. Ukazte, Zze x je celé ¢islo pravé tehdy, kdyz
pro vSechna pfirozend ¢isla n plati

o)+ [22] + [30] -+ [na) = "]

Sudost a déleni

Dalsi z oblibenych typi tloh s celou a zlomkovou ¢asti se zabyva délenim/délitelnosti
celymi ¢isly. Pokud jde o délitelnost, zajimé nas vétsinou délitelnost dvojkou. Uzi-
tecény trik v tomto pripadé€ je binarni zapis. V tu chvili je totiz cela ¢ast Cisla pred
desetinou ¢arkou a zlomkova za desetinnou ¢arkou. Sudost/lichost v tu chvili uréuje
posledni cifra pred desetinnou ¢arkou. Casto ovSem ani tento trik nepomtiize a je
tfeba mit jednoduse vhled do toho, jak celd ¢ast ¢isla funguje. Pokud jde o préci
s celymi/zlomkovymi ¢astmi zlomku, uzitenym trikem je fakt, ze b-{a/b} je zbytek
po déleni ¢isla a ¢islem b, zatimeo |a/b| je podet ndsobki b mensich nebo rovnych a.

Priklad 12. Ukazte, Ze nasledujici posloupnosti obsahuji nekoneéné mnoho sudych
a lichych cisel:

(1) a; = 27 Ap+1 = L%anJ7

(ii) a, = [2"V2] + |2"V3]. (Cina pro holky, 2008)
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Piiklad 13. Je &islo [ (1 ++/2)2°1%] sudé, nebo liché? (MKS 30-1-7)

Piiklad 14. Pro dvojici nenulovych realnych ¢isel a, b plati, Ze pro libovolné pfi-
rozené n je €islo |an 4 b] sudé. Ukazte, Ze a je sudé celé Eislo.

Priklad 15. Ukazte, Ze pro dvojici nesoudélnych pfirozenych ¢isel p, ¢ plati

{pJ+{?ﬁ4ﬂ,_FqulmJ:(p—lﬂq—l)

q 2

(Gauss)

Priklad 16. Nechtf p je prvocislo a s je pfirozené ¢islo mensi nez p. Dokazte, ze
s | p—1 pravé tehdy, kdyz neexistuji pfirozend ¢isla m, n takova, Ze m <n <p a

Gty

(USA 2006)

MySmas

Prestoze se v olympiddach a na soutézich nékteré druhy tloh objevuji ¢astéji nez
jiné, kazdou chvili je zadédna absolutné originalni tloha. A co pak s tim? V tu chvili
jediny zpusob, kterym se da pripravit, je mit dobry vhled do daného oboru. A ten
se ziska jen pocitanim dalsich originalnich pfikladt. Dolni celd a zlomkova ¢ast jsou
nane$tésti (nebo nastésti?) tak jednoduché funkce, Ze se na né daji vymyslet mraky
originalnich, neobvyklych a $taviiatych tloh.

Piiklad 17. Naleznéte polynom P(z,y), ktery neni identicky rovny nule, ale za-
rovenl pro libovolné z plati P(|z], |2z]) = 0.

Priklad 18. Ukazte, Ze pro kazdé pfirozené n plati

{¢Q+{¢ﬂ+ﬂu+{¢gij}+{¢@}gTﬂgl

(Rusko 1999)

Piiklad 19. Necht « a § jsou kladna iracionalni ¢isla takova, 7e 1/a + 1/5 = 1.
Necht a; = |ia| a b; = |if]. Ukazte, Ze kazdé prirozené éislo lezi v pravé jedné
z téchto posloupnosti, a to pravé jednou. (Beatty)
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Priklad 20. Necht z; je raciondlni ¢islo vétsi nez jedna. Necht

1

Ukazte, ze tato posloupnost obsahuje pfirozené ¢islo. (Rusko 2007)

Tn41 = Tn +

Piiklad 21. Naleznéte vSechny funkce na realnych ¢islech takové, Ze pro libovolnou
dvojici realnych cisel x, y plati

f(lzly) = F(@) [ f ()]

(IMO 2010)

Priklad 22. Vy¢islete soudet
20 21 22 21000
EINEIR R ]
(Rusko 2000)

Priklad 23. Posloupnost ag,ay,as,. .. redlnych ¢isel splituje vztah

ai+1 = |a;|{ai}.

Ukazte, ze existuje N takové, ze pokud n > N, pak an42 = ay.
(IMO shortlist 2006)
Piiklad 24. Necht ag je pfirozené ¢islo. Pokud 5 | ay,, pak a,11 = a,/5, jinak
Gpt1 = L\/ganJ. Ukazte, ze existuje N takové, ze pokud n > N, pak a,41 > ay.
(Rusko 2003)

Priklad 25. Necht

e 3 (3] 5l 12D

kde n je prirozené ¢islo. Ukazte, Ze existuje nekone¢né mnoho n takovych, ze

(1) Ap 41 > Qn,
(i) ant1 < an.
(IMO shortlist 2006)

Priklad 26. Konecnou posloupnost ay,as, ... ,a, celych ¢isel nazveme cool, pokud
existuje x takové, Ze ar = | kx| pro vSechna k mezi 1 a n. Necht aj,as, ..., ai000 je
cool posloupnost. Potom ¢len aj, (kde 1 < k < 1000) nazveme nutny pravé tehdy,
kdyz posloupnost a1, as,...,ar_1,b je cool pravé tehdy, kdyz b = aj. Kolik nejvice
nutnych ¢lentt mize obsahovat tato posloupnost? (USA TST 2013)
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Geometrie trojahelnika

MARTIN TOPFER

ABSTRAKT. Ptehled znamych vlastnosti trojihelnika ilustrovany na mnoha tlohéach,
které pochazi hlavné z matematickych olympidd poslednich let.

Cilem této pfednésky je dikladné seznameni se zndmymi vlastnostmi trojihelnika.
Sami uvidite, Zze dobra orientace v trojihelniku je klicem k vyfeSeni mnoha tloh
nejen z ceské MO. Téz si ukdzeme, jak se da rovnou ze zadani geometrické tlohy po-
znat, které postupy bude tfeba pouzit. To vSe samoziejmé na nepreberném mnozstvi
prikladi. Sméle do toho!

Vigky

Vibec nejvice zajimavych vlastnosti v trojihelniku maji vysky. Obecné se da fici,
7e vysky jsou pékné diky tomu, Ze vytvaieji mnoho tétivovych &tyithelnika (téch
pravych thld!) a snadno se tak da vyjadrit téméf kterykoliv thel jimi uréeny. Pomoci
vysek se téz da pracovat se stfedy ruznych tsecek, jak dale uvidime. Ulohy s vyskami
jsou témi nejpiijemnéjSimi.

Tvrzeni. Vysky se protinaji v jednom bodé. Budeme ho nazyvat ortocentrum
a znacit H. Zapamatujeme si, Ze |<AHB| = 180° — ~. Ortocentrum lezi uvnit¥
trojuhelnika, pravé kdyz je trojihelnik ostrouhly.

Tvrzeni. Zobrazime-li ortocentrum osové dle kterékoliv strany nebo stredové dle

kteréhokoliv stfedu strany, obraz padne na kruznici opsanou.

Tvrzeni. Stredy stran, paty vysek a stiedy tsecek spojujicich vrcholy s ortocent-
rem lezi na jedné kruznici. Ta se jmenuje kruznice deviti bodid nebo téz Feuerbachova
kruznice. Tato kruznice ma polovicni polomér nez kruznice opsana.

Priklad. Je dan tétivovy cétyfuhelnik ABCD. Dokazte, Ze spojnice ortocenter
AABC a AABD je rovnobézna s C'D. (MO 58-A-1-2)

Priklad. Necht ABCD je tétivovy ¢tyftuhelnik s kolmymi thloptfickami. Ozna¢me
po fadé p, ¢ kolmice z bodu D, C na pfimku AB a déle X prusecik primek AC a p
a Y prusecik pfimek BD a q. Dokazte, ze XY C'D je kosoc¢tverec nebo Ctverec.
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Priklad. V ostrothlém trojuhelniku ABC, ktery neni rovnostranny, ozna¢me P
patu vysky z vrcholu C na stranu AB, H prusec¢ik vysek, O stfed kruznice opsané,
D prusecik poloptimky C'O se stranou AB a F stied tsecky CD. Dokazte, ze ptimka
E P prochézi stfedem tsecky OH. (MO 60-A-III-5)
Priklad. 7Z paty vysky vedené z vrcholu A trojihelnika ABC vedme postupné
kolmice na zbylé dvé vysky a na strany b a c. Ukazte, Ze paty téchto kolmic lezi
v pfimce.

Priklad. Je déan ostrouhly trojihelnik ABC' s vyskami AX, BY , CZ a ortocentrem

H. Necht M a N jsou postupné stfedy tseéek BC' a AH. Dokazte MN 1Y Z.
(Francouzska MO)

Osy ahli a Svrekav bod

I osy Ghld nam dovoli pékné pocitat vzniklé thly. Nicméné pro né plati i zajimavy
metricky vztah a nemizeme si byt uplné jisti, z které strany se na tlohu vrhnout.
Pocitani ahlt je ovSsem castéjsi, a je-li ve hie i kruznice opsand, neni o ¢em premyslet
(Svrékiv bod).

Tvrzeni. Osy hld se protinaji v jednom bodé. Jejich priisecikem je stfed kruznice
vepsané a jeho standardni oznacenti je I. Zapamatujeme si, ze |[<TAIB| = 90° + 7.

Tvrzeni. Bud ABC trojuhelnik a necht D € BC lezi na ose thlu «. Pak plati

|BD|  |AB|
|CD| — |AC|"

Tvrzeni. Osa strany, osa protéjsiho thlu a kruznice opsana se protinaji v jednom
bodé. Budeme ho nazyvat Svrékiiv bod a znadit S.

Tvrzeni. Pro Svrcékiiv bod S piislusejici strané AB plati
|SA| = |SB| = [S1],

kde I je stred kruznice vepsané.

Priklad. Trojihelniku ABC je opsana kruznice k. Osa strany AB protne kruznici
k v bodé K, ktery lezi v poloroviné opa¢né k poloroviné ABC. Osy stran AC a BC'
protnou pfimku C'K po fadé v bodech P a Q. Dokazte, ze trojuhelniky AKP a
K BQ@ jsou shodné. (MO 58-B-1-5)

Priklad. Oznacme [ stied kruznice vepsané danému trojihelniku ABC. Pfedpo-
kladejme, Ze kolmice na pfimku CI vedena bodem I protne pfimku AB v bodé M.
Dokazte, ze kruznice trojihelniku ABC opsana protne usecku C'M ve vnitfnim bodé
N a ze piimky NI a MC jsou navzdjem kolmé. (MO 63-A-1-3)
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Priklad. V roviné je dan thel X SY a kruznice k o stfedu S. Uvazujme libovolny
trojihelnik ABC' s vepsanou kruZnici k, jehoz vrcholy A a B lezi po fadé na polo-
pfimkach SX a SY. Urcete mnozinu vrcholi C vSech takovych trojihelnikia ABC.

(MO 57-A-S-3)

Priklad. Necht I je stfed kruznice vepsané trojuhelniku ABC a P jeho vnitini
bod, pro ktery plati

|<PBA|+ |<PCA| = |<PBC| + |<PCB].

Dokazte, ze |AP| > |Al|, pFi¢emz rovnost nastane, pravé kdyz P = I.
(IMO 2006)

Priklad. V tétivovém ¢tyftahelniku ABCD oznac¢me L, M stfedy kruznic vepsa-
nych po fadé trojuhelnikim BC' A, BC' D. Déle oznacme R prusecik kolmic vedenych
z bodu L a M po fadé na pfimky AC' a BD. Dokazte, ze trojuhelnik LM R je rov-
noramenny. (MO 56-A-TI1-2)

Priklad. ABCD je tétivovy ¢tyftahelnik. Ozna¢me paty kolmic z bodu D na strany
AB, BC, CA po fadé P, @, R. Dokazte, ze osy thlat <ABC a <CDA se protinaji
na ptimce AC, pravé kdyz |RP| = |RQ). (IMO 2003)

KruZnice opsana

Kruznice opsana samoziejmé téz vytvaii tétivové ctyithelniky, a proto bude i zde
pocitani thld nasi hlavni zbrani. Obcas si ovSem praci s pocitdnim (hli mizeme
usnadnit tim, Ze pouzijeme néjaké znadmé tvrzeni, naptiklad to o Simsonové pfimce.
Tvrzeni. Osy stran trojihelnika se protinaji v jednom bodé. Je jim stfed kruznice
opsané a znacit ho budeme O. Zapamatujeme si, ze |<TAOB| = 27. Bod O lezi uvnitf
trojuhelnika, pravé kdyz je trojihelnik ostrouhly.

Tvrzeni. Stied kruznice opsané lezi na jedné p¥imce s téZiStém a ortocentrem
trojihelnika, pficemz plati pomér 2|OT| = |TH|. Tato pfimka se nazyva Eulerova
primka.

Tvrzeni. Bud ABC trojihelnik a D bod na jeho kruznici opsané. Pak paty kolmic
z bodu D na strany trojihelnika lezi v piimce. Tato piimka se nazyva Simsonovou
pfimkou bodu D.

Priklad. Ukazte, Ze stfed Feuerbachovy kruznice lezi na Eulerové pfimce.
Priklad. Oznacme S stifed kruznice vepsané, T tezisté a V pruseéik vysek daného
rovnoramenného trojtihelniku, ktery neni rovnostranny.

(a) Dokazte, Ze bod S je vnitinim bodem usecky TV .
(b) Urcete pomér délek stran daného trojuhelniku, je-li bod S stfedem tsecky
TV.

(MO 61-A-1-3)
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Piiklad. Na krat$im oblouku C'D kruZnice opsané pravouhelniku ABCD zvolme
bod P. Paty kolmic z bodu P na pfimky AB, AC a BD ozna¢me postupné K, L a
M. Ukazte, ze tthel LK M ma velikost 45°, pravé kdyz ABCD je ¢tverec.

(MO 58-A-III-2)

Priklad. Uvazme body A, B, C, D a E takové, ze ABCD je rovnobéznik a BCED
je tétivovy ¢tyfuhelnik. Bodem A vedme pfimku £. Ta protne tse¢ku DC v bodé F
a piimku BC' v bodé G. Pokud plati |[EF| = |EG| = |EC|, ukaZte, Ze ¢ je osa thlu
DAB. (IMO 2007)

TéZnice

Ze vSech dosud zminénych boda a ¢ar v trojuhelniku je s téZnicemi nejvétsi potiz.
Nejsou-li ony stredy usecek zaroven stredy néjakych kruznic, je pocitani thld témér
neucinné. Je tieba néjak vyuzit onu shodnost. Nejcastéjsim postupem je dokreslovani
napiiklad stfednich pricek. Je mozné téz uzit obsahy nebo tieba stejnolehlost.

vy

Tvrzeni. Téznice trojuhelnika se protinaji v jediném bodé, jimz je tézisté T. Za-
pamatujeme si, ze tthel AT B nelze jednoduse spocitat. Téznice se déli v poméru
2:1.

Tvrzeni. (ne Gplné znamé, ale uziteéné) Je dan trojuhelnik ABC. Mnozina bodi
X, pro néz maji trojihelniky ABX a AC'X stejny obsah, je pravé téznice na stranu
a (rozuméj celd pfimka).

Priklad. Zjistéte, jaky je nejvétsi mozny obsah trojuhelniku ABC, jehoZ téZnice
maji délky vyhovujici nerovnostem t, < 2, t, < 3, t. < 4. (MO 61-A-II1-2)

Priklad. Je dan tétivovy ctyfuhelnik ABCD. Oznacme S jeho prusecik thlopticek
a paty kolmic z bodu S na pfimky AB a C'D ozna¢me E a F'. DokazZte, Ze osa tisecky
EF prochazi stiedy stran BC' a DA.

Priklad. Je dana kruznice k se stfedem S a jeji tena p s bodem dotyku A. Na
piimce p lezi téz bod B. Usec¢ku AB zobrazime v néjakém otoceni kolem bodu S na
tsecku A’ B’. Dokazte, %e pfimka AA’ ptli isecku BB'. (Turnaj mést)

Priklad. V AABC je I stfed kruznice vepsané, M stfed strany AC a N stied
oblouku AC' kruZnice opsané (toho, ktery obsahuje B). Dokazte |[<IM A| = |[<IN B|.
(KMS, gama)

Priklad. Necht ABCD je konvexni ¢tyftuhelnik se shodnymi stranami AB a CD,
které nejsou rovnobézné. Ozna¢me E, F stiedy uhlopficek AC a BD. Pfimka EF
protina tise¢ky AB a C'D po fadé v bodech G a H. Ukaite, ze |<AGH| = |<DHG|.

(MEMO 2009)
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GEOMETRIE TROJUHELNIKA

KruZnice vepsana a piipsané
Krom zjevného faktu, ze mizeme kupiikladu pocitat thly ¢i provadét rtizné stejno-
lehlosti, je velmi uzitecné téz pocitani délek ruznych tsecek. U téchto kruznic tedy
téz vétsinou vahame, ktery pristup pouzit.
Tvrzeni. Budte X, Y a Z body, v nichZ se kruznice vepsana trojihelnika ABC
dotyka postupné stran a, b a c. Pak plati
a+c—b

5 .
Obdobné vztahy plati i pro délky ostatnich tiseki.

BX| =

Tvrzeni. Podobné se daji vyjadrit délky usekii pro body dotyku s kruZnici pii-
psanou.
Tvrzeni. Necht p je polomér kruznice vepsané, S obsah trojihelnika a s polovina
jeho obvodu. Pak plati

S = ps.
Priklad. Na strané AB trojthelnika ABC ozna¢me X bod dotyku s kruznici ve-
psanou a Y bod dotyku s pfislusnou kruznici vepsanou. Ukazte, ze stfed tsecky XY
je téz stiedem tusecky AB.
Priklad. ABCD je teénovy ctyftuhelnik. Ukazte, Ze kruznice vepsané trojuhelni-
kiim ABC a CDA maji vnéjsi dotyk.
Priklad. Na pfeponé AB pravouhlého trojuhelniku ABC uvazujme body P a Q)
takové, ze |AP| = |AC| a |BQ| = |BC|. Ozna¢me M prisecik kolmice z vrcholu A
na pfimku C'P a kolmice z vrcholu B na pfimku C@Q. Dokazte, ze pfimky PM a
QM jsou navzajem kolmé.

Dalsi zajimava tvrzeni

Tvrzeni. (Feuerbach) Feuerbachova kruznice se dotykd kruznice vepsané i vSech
kruznic pripsanych.

Tvrzeni. (Ceva) Je déan trojihelnik ABC. Body X, Y a Z jsou po Fadé vnitini
body stran BC, AC a AB. Piimky AX, BY a CZ prochazeji jednim bodem, pravé
kdyz plati
|AZ]-|BX]-|CY]| _
|BZ|-|CX]|-|AY|
Tvrzeni. (Menelaus) Je ddn trojithelnik ABC. Body X, Y a Z jsou po Fadé body
na pfimkédch BC, AC a AB (jeden z nich je vié ABC'). Body X,Y a Z lezi v piimce,
pravé kdyz plati ten samy pomér
|AZ|-|BX|-|CY]
|BZ|-|CX]|-|AY]

1.

1.

64



MARTIN TOPFER

Tvrzeni. (Morley) Bud ABC trojihelnik. Bodem A a vnittkem AABC vedme
polopfimku AX, takovou, ze |<BAX;| = «/3, a naopak bodem B vedme polo-
pfimku BXs (opét prochdzejici vnitikem ABC') takovou, Ze |[<ABXs| = (/3. Pri-
secik téchto dvou polopfimek ozna¢me C’. Obdobné sestrojime body A’ a B’. Pak
je trojuhelnik A’ B'C’ rovnostranny.

Tvrzeni. (Napoleon) Jestlize nad stranami daného trojihelnika ABC' jsou vné,
resp. zevniti sestrojeny rovnostranné trojuhelniky, pak jejich stiedy tvoii rovno-
stranny trojuhelnik.

Posledni varka priklada

Priklad. V roviné je déna tsecka AB. Sestrojte mnoZinu t&zist vSech ostrotthlych
trojuhelniktt ABC, pro néz plati: Vrcholy A a B, prusecik vysek H a stied I kruznice
vepsané trojthelniku ABC lezi na jedné kruznici. (MO 55-A-II1-4)

Priklad. Je dan pravouhly trojihelnik ABC s pravym thlem u vrcholu C'. Oznad-
me D patu vysky z bodu C. Necht X je bod uvnit¥ tsecky C'D. Ozna¢me K ten
bod na tise¢ce AX, pro ktery |BK| = |BC|. Podobné ozna¢me L ten bod na tisecce
BX, pro ktery |[AL| = |AC|. Déle necht M je prtsecik useek AL a BK. Ukaite, 7e
\MK| = |ML|. (IMO 2012)

Priklad. Ukazte, ze uvnitf AABC existuje pravé jeden bod P takovy, ze
|PA]® +|PB]> + |AB> = |PB|* + |PC|* + |BC|? = |PC|?* + |PA]* + |CAJ*.

(IMO shortlist)

Priklad. V trojahelniku ABC, jehoz strany vyhovuji rovnosti |AB| + |BC| =
3|AC|, ozna¢me I stied jeho vepsané kruznice a D a E body, v nichz se vepsand
kruznice postupné dotyka stran AB, BC. Jsou-li K a L obrazy bodu D a E ve
stredové soumérnosti se stfedem I, je ¢tyithelnik ACK L tétivovy. Dokazte.

(IMO shortlist 2005)

Pfiklad. Bud ABC ostrouhly trojihelnik takovy, ze |AB| # |AC|. KruZnice o pri-
méru BC protina strany AB a BC postupné v bodech M a N. Ozna¢me O stied
strany BC. Osy thli BAC a MON se protinaji v bodé R. Dokazte, ze kruznice
opsané trojuhelnikim BM R a C'NR se protinaji na strané BC'.

(IMO shortlist 2004)

Zdroje

Tento prispévek vychazi ze stejnojmenné prednasky Michala Rolinka. Doplnil jsem
ji hlavné o tlohy z olympiad z poslednich péti let.
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Financ¢ni gramotnost

LUKAS ZAVREL

Motivace

Asi kazdy z nas se nékdy setkal v zivoté s nabidkami typu ,,Penize rychle na ruku,
,Nebankovni pujcka — ptjcte si rychle v klidu vaseho domova“ ¢i ,,SMS piujcka —
pujé¢ime az 10 000 bez rucitele*. Jak moc je pro nés vyhodné si takovou pujcku vzit?
Spocitame si nasledujici jednoduchy ptiklad:

Priklad 1. Pujcte si pravé u nas! Nabizime vam ptjcku ve vysi 5 000 K¢ na 21 dni.
Celkové zaplatite 6 200, jednordzovy poplatek tak ¢ini pouze 1200 K¢é. Snadno tak
prekonéte diru, kterou mate mezi dvéma vyplatami a poté ptijcku snadno splatite.
Pujcte si jesté dnes. Kolik bude ¢init RPSN neboli ro¢ni procentni sazba naklada?

Dale bychom se mohli podivat na rozdil mezi jednoduchym a slozenym trokovéa-
nim.

Priklad 2. Pani Zavielova se v roce 1992 pfi narozeni svého synacka rozhodla
ulozit do banky 1000 K¢. V roce 2014 se vsak boji, ze banka zkrachuje, a tak si chce
své ulozené penize vybrat a néco svému synackovi za né poridit. (Pro jednoduchost
se vybér uskutecni ve stejny den, jako se uskutecnil pied 22 lety vklad). Vklad se
urodil slozené s ro¢ni nominélni trokovou mirou 4% jednou za rok. Jak hodnotny
déarek bude moci svému synovi poridit? O kolik by darek musel byt levnéjsi, kdyby
se vklady arocily jednoduse?

Financni toky

1000 korun dnes neni to samé co 1000 korun za dva roky, protoze dochézi ke zne-
hodnocovani penéz v ¢ase. Podivime se nyni na pfiklady, které vyzaduji vypocet
budouci hodnoty.

Piiklad 3. Pan Szabados chce zalozit rodinu, a tak bude za 5 let potiebovat
150000 K¢ na prevod bunky koleje do osobniho vlastnictvi. Nyni ma moznost vlozit

své uspory na vklad troceny Ctvrtletné slozené s ro¢ni nominalni trokovou mirou
4,4%. Kolik musi do banky vlozit, aby mél za 5 let dostatek penéz?
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Priklad 4. Pani Hrugkova si planuje vzit uvér na 2 roky v hodnoté 150000 K¢.
Splatky zad4a pololetni. Banka ji poskytne ro¢ni nominalni tirokovou miru 6,9 %. Pani
Hruskova mé nyni na aétu 145000 K¢. Tato ¢astka se ji Groci slozené mési¢éné s ro¢ni
nominélni irokovou mirou 2,5 %. Kazdy piilrok si navic ulozi na tcet 3 300 K¢, které
uSetii ze mzdy. Bude mit na uc¢tu vzdy dostatek penéz na splaceni avéru?

Dale si popovidame o soucasnych moznostech zhodnoceni penéz, spocitame si,
kolik nas bude stat hypotéka na nas vysnény bardk s bazénem a také jak vysokou
rentu dostaneme, pokud si nyni zacneme spotit na dichod. Na zavér se pobavime
o tom, jak funguje pojisténi a jak vypada soucasny provizni systém pii sjedndvani
pojisténi.
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