
Jak řešit úlohy korespondenčního semináře?

Tento text je primárně určen méně zkušeným řešitelům. Jeho cílem je v krátkosti popsat způsob
uvažování a vyjadřování, bez kterého se při řešení matematických úloh nelze obejít.
Pokud se rozhodneš řešit úlohy korespondenčního semináře, nestačí je pouze vypočítat. Body

získáš jen v případě, že svůj postup nějak rozumně dostaneš na papír. Je tedy dobré si uvědomit,
co se vlastně s řešením děje poté, co jej odešleš. Dostane ho do ruky nedůvěřivý opravovatel, jehož
snahou je jej pochopit a nechat se přesvědčit o jeho správnosti. Není to tedy jako opravování
kvízových otázek, u nichž se dá rychle ověřit, zda byly zodpovězeny správně. Zkus si proto svá
řešení přečíst očima někoho, kdo zadanou úlohu vidí poprvé v životě.

Co po Tobě úloha chce?

Úloha často vybízí „Dokažte!ÿ, „Ukažte!ÿ, „Zdůvodněte!ÿ. To znamená, že chceme, abyste ze zadání
vyvodili dokazované tvrzení pomocí logických kroků podložených pádnými argumenty. Nestačí tedy
nakreslit obrázek, v němž úhel ze zadání vyjde pravý, či ověřit platnost nerovnosti na kalkulačce
nebo na počítači pro 150 různých hodnot. Je totiž potřeba ukázat, že tvrzení platí pro všechny
možné konstelace, kterých je obvykle nekonečně mnoho.
Jiné úlohy na řešitele apelují „Rozhodněte!ÿ, například „rozhodněte, zda platíÿ, „rozhodněte,

kdo má vyhrávající strategiiÿ nebo „rozhodněte, které z čísel je většíÿ. Samotné rozhodnutí nestačí,
je třeba jej zdůvodnit. To znamená tvrzení dokázat, případně najít protipříklad.
Často se setkáš s úlohami typu „Najděte!ÿ, „Najděte všechny . . . !ÿ. V prvním případě stačí,

když najdeš nějaké vyhovující řešení. Je potřeba ukázat, že odpovídá požadavkům v zadání, ale
už není potřeba se zabývat dalšími řešeními. Druhý případ je složitější, neboť tehdy je potřeba
najít všechna vyhovující řešení, a navíc dokázat, že žádné jiné už neexistuje. Obměnou může být
například „Najděte nejmenší . . . !ÿ, kde je potřeba najít řešení a ukázat, že menší neexistuje.

Co nemáme rádi?

Do řešení piš jasná tvrzení a zdůvodňuj je. Zadání opisovat nemusíš. Pokud tvrdíš něco, co není
pravda, pak je to ideální příležitost pro opravovatele strhnout Ti body. Navíc to, co z nepravdivého
tvrzení vyvodíš, nejspíš také neplatí. Máš-li hypotézu, kterou neumíš dokázat, přiznej, že je to
hypotéza. Sice pravděpodobně nedostaneš plný počet bodů, ale opravovatel bude rád, že nemusí ve
Tvém řešení zbytečně hledat vysvětlení.
Dej si pozor na následující formulace:

„je zřejméÿ, „je vidětÿ – Tyto obraty lze v řešení použít. Řešitelé je ale často používají v případech,
kdy daná věc není vůbec zřejmá, ba dokonce, když neplatí.

„provedeme analogickyÿ – Tuto formulaci můžeš použít pouze v případě, že stačí v předchozích
argumentech lehká změna značení. Analogie rozhodně neznamená zobecnění, například z důkazu
pro 3 nelze takto vyrobit důkaz pro 50, či dokonce pro obecné n.

„z obrázku je patrnéÿ – Obrázky jsou velmi dobré k tomu, aby se opravovatel lépe orientoval
v řešení a mohl jej snáze pochopit. Postup by však měl být srozumitelný i bez něj, nikdy se na
něho neodkazuj jako na nedílnou součást řešení. Pokud v obrázku zavedeš nějaké značení, měl bys
ho vysvětlit v textu, ne ho jen začít používat.
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„stačí prozkoumat nejhorší variantuÿ – Sice by to mohlo stačit, ale dokud neprozkoumáme všechny
varianty, nelze říct, že tato konkrétní je nejhorší. Můžeme si to myslet, ale musíme to dokázat. Stejný
problém nastává i u dalších formulací („nejlepší bude, kdyžÿ a podobně).

Pokud tedy některou z těchto frází používáš, rozmysli si, zda se nejedná o jeden z výše uvedených
nešvarů.

Co a jak dokazovat?

V této sekci se nejprve podíváme, jak správně interpretovat zadání, a poté uvedeme některé základní
důkazové techniky, které můžeš ve svých řešeních použít.
Důkaz by měl vycházet z předpokladů a postupovat k závěrům úlohy. Dej si pozor, abys během

řešení nepoužil něco, co nevyplývá z předpokladů nebo předchozích úvah, zejména ne dokazované
tvrzení!

„jestliže, pakÿ, „pokud, pakÿ, „Dokažte, že pokud platí A, pak platí B.ÿ – Kdykoliv se v zadání
vyskytne věta tohoto typu, znamená to, že A je předpoklad (to, z čeho vycházíme a co můžeme při
řešení používat), zatímco B je závěr (to, co chceme dokázat).
Předpoklad a závěr nesmíš za žádných okolností zaměnit! Srovnej následující tvrzení:

Jestliže je číslo dělitelné čtyřmi, pak je sudé. (platí)
Jestliže je číslo sudé, pak je dělitelné čtyřmi. (neplatí, např. pro 2)

„právě kdyžÿ, „právě tehdy, kdyžÿ, „tehdy a jen tehdy, kdyžÿ, „Dokažte, že A platí právě tehdy,
když platí B.ÿ – V tomto případě se vlastně jedná o dvě úlohy. Je totiž potřeba dokázat následující
dvě tvrzení:

(i) Pokud platí A, pak platí B.
(ii) Pokud platí B, pak platí A.

Platnost tvrzení se nezmění, když A a B prohodíme, viz následující příklad.

Dané číslo je dělitelné deseti, právě když jeho poslední cifrou je nula.
Poslední cifrou daného čísla je nula, právě když je dělitelné deseti.

Důkazových technik je mnoho a my si zde ukážeme dvě základní – přímý důkaz a důkaz sporem.
V přímém důkazu postupujeme od předpokladů, z nichž logickými úvahami vyvozujeme dílčí

závěry, až dospějeme ke kýženému výsledku. Naproti tomu v důkazu sporem si na začátku před-
stavíme, co by se stalo, kdyby tvrzení neplatilo, a z tohoto předpokladu pak odvodíme evidentně
neplatné tvrzení (spor). Použití této techniky si ukážeme na příkladu:

Příklad. Dokažte, že každé prvočíslo větší než 2 je liché.

Řešení. Pro spor předpokládejme, že jsme našli sudé prvočíslo p větší než 2. Dvojka je jeho dělitel,
který není roven ani jedné, ani p. To je spor s předpokladem, že p je prvočíslo. Dokazované tvrzení
tedy platí.

Význam výrazů

Když matematik napíše vzoreček, nepředstavuje si pod ním nic jiného než běžné tvrzení. Pro úpravy
výrazů, rovnic apod. tedy platí stejná pravidla jako pro obyčejné dokazování.
Definuj všechny proměnné, které ve vzorečcích používáš a nejsou v zadání. Opravovatel jinak

těžko pozná, co jsi jimi chtěl říct. Se značením to však není třeba přehánět, a proto si označ vždy
jen to, co v řešení budeš potřebovat. Příliš mnoho písmenek přehlednosti neprospívá.
Dále připomínáme, že je v důkazu třeba vycházet z předpokladů, ne z dokazovaného tvrzení.

To ukážeme na příkladu:

Příklad. Dokažte, že pro libovolná kladná čísla a, b platí
√
ab ≤ (a+ b)/2.

Správné řešení může vypadat takto:
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Řešení. Kdykoli umocníme reálné číslo na druhou, získáme nezáporné číslo. Tedy

0 ≤ (
√
a−

√
b)2 = a− 2

√
ab+ b,

2
√
ab ≤ a+ b,

√
ab ≤

a+ b

2
,

což jsme chtěli dokázat.

Jiná možnost je tato:

Řešení. Pro spor předpokládejme, že máme dvojici čísel a, b, pro která tvrzení neplatí, tedy√
ab > (a+ b)/2. Pak ovšem

ab >
(a+ b)2

4
,

4ab > (a+ b)2 = a2 + 2ab+ b2,

0 > a2 − 2ab+ b2 = (a− b)2.

To je spor, neboť umocněním reálného čísla nemůžeme dostat záporné číslo. Dokazované tvrzení
tedy platí.

Oba tyto postupy byly v pořádku. První (přímý) důkaz vycházel pouze ze známých faktů a
dobral se kýženého výsledku, druhý důkaz (sporem) předpokládal neplatnost tvrzení a došel k ně-
čemu, co neplatí.
K řešení ale není možné přistupovat zcela přímočaře, tedy jen upravovat dokazovaný vzoreček.

To proto, že jakmile do řešení napíšeš
√
ab ≤ (a + b)/2, znamená to, že již předpokládáš, že daná

nerovnost platí. Jenže to nemůžeš předpokládat, neboť Tvým cílem je to teprve dokázat.
Uveďme ještě jeden příklad, na kterém si ukážeme dvě různá použití proměnných.

Příklad. V závislosti na parametrech a, b, c vyřešte kvadratickou rovnici ax2 + bx+ c = 0.

Zadání říká, že pro libovolná, ale pevně zvolená čísla a, b, c hledáme všechna x, která vyhovují
zadané rovnici. Proměnné a, b, c označují v celém příkladu stále tatáž tři (ne nutně různá) reálná
čísla. Každá konkrétní volba parametrů vlastně určuje jinou úlohu, ale přitom chceme vyřešit
všechny tyto úlohy naráz, obecně. Proměnná x hraje zcela odlišnou roli – její hodnota je neznámá
a naším cílem je ji určit.

Používání známých tvrzení

Může se stát, že v literatuře nebo na internetu narazíš na tvrzení, které Ti usnadní řešení úlohy.
Pokud je to nějaká věta, která má jméno (například Cevova věta), nezapomeň její název do řešení
uvést. Pravděpodobně ji budeme znát, a když ne, dovedeme ji alespoň najít. Důkaz přitom opisovat
nemusíš. V případě, že se jedná o nepojmenované tvrzení, napiš nám zdroj, kde jsi ho našel.

Vzorová řešení

V neposlední řadě bychom Tě chtěli povzbudit k řešení našich úloh. Pokud náš seminář vidíš poprvé,
nedej se odradit případnými počátečními neúspěchy. Prostuduj si svá opravená řešení a nezapomeň
se podívat také na vzoráky. Vzorové řešení Ti má často co nabídnout i tehdy, když jsi úlohu vyřešil
správně. Můžeš v něm najít různé zajímavé přístupy či myšlenky, a něco nového se tak naučit.
V poznámkách opravovatele si pak můžeš přečíst, jak se s řešením potýkali ostatní.
Věříme, že Ti tento text usnadní řešení úloh v semináři i jinde a pomůže Ti osvojit si základy

matematického uvažování. To, co se naučíš, není jen schopnost řešit matematické úlohy, ale také
schopnost samostatně hlouběji přemýšlet. To se Ti určitě bude někdy hodit, a to i tehdy, když se
matematikou dále zabývat nebudeš.

Přejeme Ti mnoho radosti při objevování tajů matematiky!

3


