Jak reSit alohy korespondencniho seminare?

Tento text je primarné urcen méné zkusenym fesitelim. Jeho cilem je v kratkosti popsat zpusob
uvazovani a vyjadrovani, bez kterého se pfi feseni matematickych tloh nelze obejit.

Pokud se rozhodnes fesit tlohy korespondenc¢niho seminére, nestaci je pouze vypocitat. Body
ziska$ jen v pripadé, Ze sviij postup néjak rozumné dostanes na papir. Je tedy dobré si uvédomit,
co se vlastné s feSenim déje poté, co jej odesles. Dostane ho do ruky nedivérivy opravovatel, jehoz
snahou je jej pochopit a nechat se presvédc¢it o jeho spravnosti. Neni to tedy jako opravovani
kvizovych otézek, u nichz se d4 rychle ovérit, zda byly zodpovézeny spravné. Zkus si proto sva
feSeni precist ofima nékoho, kdo zadanou tlohu vidi poprvé v zivoté.

Co po Tobé uloha chce?

Uloha ¢asto vybizi , Dokaste!*, , Ukazte!“, , Zdivodnéte!“. To znamend, Ze chceme, abyste ze zadani
vyvodili dokazované tvrzeni pomoci logickych kroki podlozenych padnymi argumenty. Nestaci tedy
nakreslit obrazek, v némz thel ze zadani vyjde pravy, ¢i ovéfit platnost nerovnosti na kalkulacce
nebo na pocitaci pro 150 riznych hodnot. Je totiz potieba ukézat, Ze tvrzeni plati pro vSechny
mozné konstelace, kterych je obvykle nekone¢né mnoho.

Jiné ulohy na resitele apeluji , Rozhodnéte!“, napriklad ,,rozhodnéte, zda plati“, ,rozhodnéte,
kdo mad vyhrdvagici strategii“ nebo ,rozhodnéte, které z ¢isel je vétsi“. Samotné rozhodnuti nestaci,
je tfeba jej zdtivodnit. To znamena tvrzeni dokazat, piipadné najit protipriklad.

Casto se setkas s tlohami typu ,Najdéte!“, ,Najdéte vsechny ... !“. V prvnim piipadé staci,
kdyz najdes né€jaké vyhovujici feSeni. Je potieba ukazat, ze odpovidd pozadavkim v zadani, ale
najit vSechna vyhovujici feSeni, a navic dokdzat, ze zadné jiné uz neexistuje. Obménou muze byt
napiiklad , Najdéte nejmensi ... !“, kde je potfeba najit feSeni a ukdzat, ze mensi neexistuje.

Co nemame radi?

Do feseni pi$ jasna tvrzeni a zdivodnuj je. Zadani opisovat nemusis. Pokud tvrdi§ néco, co neni
pravda, pak je to idealni prilezitost pro opravovatele strhnout Ti body. Navic to, co z nepravdivého
tvrzeni vyvodis, nejspiS také neplati. Mas-li hypotézu, kterou neumis dokazat, priznej, ze je to
hypotéza. Sice pravdépodobné nedostanes plny pocet bodi, ale opravovatel bude rad, Ze nemusi ve
Tvém Feseni zbytecné hledat vysvétleni.

Dej si pozor na nasledujici formulace:
Lje ziejmé®, , je vidét“ — Tyto obraty lze v FeSeni pouzit. Resitelé je ale Gasto pouzivaji v pfipadech,
kdy dana véc neni viibec ziejmé, ba dokonce, kdyz neplati.
,provedeme analogicky“ — Tuto formulaci muze§ pouzit pouze v pfipadé, zZe sta¢i v pfedchozich
argumentech lehkd zména znaceni. Analogie rozhodné neznamena zobecnéni, naptiklad z dukazu
pro 3 nelze takto vyrobit dikaz pro 50, ¢i dokonce pro obecné n.

»z obrdzku je patrné“ — Obrazky jsou velmi dobré k tomu, aby se opravovatel 1épe orientoval
v feSeni a mohl jej snaze pochopit. Postup by vsak mél byt srozumitelny i bez néj, nikdy se na
ného neodkazuj jako na nedilnou soucast feseni. Pokud v obrazku zavedes né€jaké znaceni, mél bys
ho vysvétlit v textu, ne ho jen zacit pouzivat.



»Stact prozkoumat nejhorst variantu® — Sice by to mohlo stacit, ale dokud neprozkouméame vsechny
varianty, nelze fict, ze tato konkrétni je nejhorsi. Mtizeme si to myslet, ale musime to dokazat. Stejny
problém nastévé i u dalsich formulaci (,,nejlepsi bude, kdyz“ a podobné).

Pokud tedy nékterou z téchto frazi pouzivas, rozmysli si, zda se nejedna o jeden z vysSe uvedenych
nesvaru.

Co a jak dokazovat?

V této sekci se nejprve podivame, jak spravné interpretovat zadani, a poté uvedeme nékteré zakladni
dtkazové techniky, které muzes ve svych feSenich pouzit.

Dikaz by mél vychazet z predpokladtu a postupovat k zavéram tulohy. Dej si pozor, abys béhem
feSeni nepouzil néco, co nevyplyvé z predpokladti nebo pfedchozich tivah, zejména ne dokazované
tvrzeni!

Hjestlize, pak®, ,pokud, pak®, ,Dokazte, Ze pokud plati A, pak plati B.“ — Kdykoliv se v zadani
vyskytne véta tohoto typu, znamena to, ze A je pfedpoklad (to, z ¢eho vychazime a co miizeme pii
feSeni pouzivat), zatimco B je zavér (to, co chceme dokazat).
Predpoklad a zavér nesmis za zadnych okolnosti zaménit! Srovnej nasledujici tvrzeni:
Jestlize je ¢islo délitelné ¢tyfmi, pak je sudé. (plati)
Jestlize je ¢islo sudé, pak je délitelné ¢tyFmi. (neplati, nap¥. pro 2)

,Pravé kdyz“, ,prdavé tehdy, kdyz“, ,tehdy a jen tehdy, kdyz“, ,Dokazte, e A plati prdvé tehdy,
kdyz plati B.“ —V tomto pripadé se vlastné jedna o dvé tulohy. Je totiz potieba dokéizat nasledujici
dvé tvrzeni:
(i) Pokud plati A, pak plati B.
(ii) Pokud plati B, pak plati A.
Platnost tvrzeni se nezméni, kdyz A a B prohodime, viz nasledujici pfiklad.

Dané ¢islo je délitelné deseti, pravé kdyz jeho posledni cifrou je nula.
Posledni cifrou daného ¢isla je nula, pravé kdyz je délitelné deseti.

Dikazovych technik je mnoho a my si zde ukdzeme dvé zakladni — primy dikaz a dtikaz sporem.

V pfimém dilkazu postupujeme od predpokladi, z nichz logickymi tvahami vyvozujeme dil¢i
zaveéry, az dospéjeme ke kyzenému vysledku. Naproti tomu v dikazu sporem si na zacatku pred-
stavime, co by se stalo, kdyby tvrzeni neplatilo, a z tohoto predpokladu pak odvodime evidentné
neplatné tvrzeni (spor). Pouziti této techniky si ukdZeme na pi¥ikladu:

Priklad. Dokazte, ze kazdé prvocislo vétsi nez 2 je liché.

Reseni. Pro spor predpokladejme, Ze jsme nasli sudé prvoéislo p vétsi nez 2. Dvojka je jeho délitel,
ktery neni roven ani jedné, ani p. To je spor s predpokladem, Ze p je prvocislo. Dokazované tvrzeni
tedy plati.

Vyznam vyrazi

Kdyz matematik napise vzorecek, nepredstavuje si pod nim nic jiného nez bézné tvrzeni. Pro upravy
vyrazi, rovnic apod. tedy plati stejnd pravidla jako pro obycejné dokazovani.

Definuj vSechny proménné, které ve vzoreccich pouzivas a nejsou v zadani. Opravovatel jinak
tézko poznd, co jsi jimi chtél fict. Se znacenim to vSak neni tfeba prehanét, a proto si ozna¢ vzdy
jen to, co v feseni budes potfebovat. Prili§ mnoho pismenek pfehlednosti neprospiva.

Dale pfipominame, ze je v dikazu tfeba vychéazet z predpokladi, ne z dokazovaného tvrzeni.
To ukazeme na prikladu:

Priklad. Dokazte, ze pro libovolnd kladna ¢isla a, b plati Vab < (a + b)/2.

Spravné feSeni muze vypadat takto:



Reseni. Kdykoli umocnime realné ¢islo na druhou, ziskdme nezaporné ¢islo. Tedy

0< (vVa—Vb)? =a—2Vab+b,
2vVab<a+b,

b < a-2|-b7

coz jsme chtéli dokazat.
Jind moznost je tato:

Reseni. Pro spor predpokladejme, ze mame dvojici éisel a, b, pro kterd tvrzeni neplati, tedy
Vab > (a + b)/2. Pak ovem
2
ab > M,
4
4ab > (a + b)? = a? + 2ab 4 b2,
0> a® —2ab+b% = (a — b)%.

To je spor, nebot umocnénim realného &isla nemtzeme dostat zadporné ¢islo. Dokazované tvrzeni
tedy plati.

Oba tyto postupy byly v pofddku. Prvni (pfimy) diikaz vychazel pouze ze znamgych fakti a
dobral se kyzeného vysledku, druhy dikaz (sporem) predpokladal neplatnost tvrzeni a dosel k né-
¢emu, co neplati.

K feseni ale neni mozné pristupovat zcela pfimocare, tedy jen upravovat dokazovany vzorecek.
To proto, e jakmile do FeSeni napises vab < (a + b)/2, znamena to, Ze jiz predpokladas, e dana
nerovnost plati. JenZe to nemizes$ predpokladat, nebof Tvym cilem je to teprve dokézat.

Uvedme jesté jeden priklad, na kterém si ukazeme dvé rtiznd pouziti proménnych.

Piiklad. V zavislosti na parametrech a, b, ¢ vyfeste kvadratickou rovnici axz? + bz 4+ ¢ = 0.

Zadani ¥iké, ze pro libovolné, ale pevné zvolend ¢isla a, b, ¢ hledame vSechna z, kterd vyhovuji
zadané rovnici. Proménné a, b, ¢ oznacuji v celém piikladu stéle tataz t¥i (ne nutné riznd) redlna
¢isla. Kazda konkrétni volba parametri vlastné uréuje jinou tulohu, ale pfitom chceme vyftesit
vSechny tyto tlohy naraz, obecné. Proménné x hraje zcela odlisnou roli — jeji hodnota je neznaméa
a na$im cilem je ji urcit.

PouZzivani znamych tvrzeni

Mize se stat, ze v literatufe nebo na internetu narazi§ na tvrzeni, které Ti usnadni feseni tlohy.
Pokud je to néjaka véta, kterd méa jméno (napiiklad Cevova véta), nezapomen jeji ndzev do feSeni
uvést. Pravdépodobné ji budeme znat, a kdyz ne, dovedeme ji alespon najit. Dukaz pfitom opisovat
nemusis. V pripadé, ze se jedna o nepojmenované tvrzeni, napis nam zdroj, kde jsi ho nasel.

Vzorova reseni

V neposledni fadé bychom Té chtéli povzbudit k feseni nasich tloh. Pokud nas seminar vidis poprvé,
nedej se odradit pripadnymi pocatecnimi netispéchy. Prostuduj si sva opravena reseni a nezapomen
se podivat také na vzoraky. Vzorové reseni Ti ma ¢asto co nabidnout i tehdy, kdyz jsi tlohu vyfesil
spravné. Muzes v ném najit razné zajimavé pristupy ¢i myslenky, a néco nového se tak naucit.
V poznamkéch opravovatele si pak mizes precist, jak se s FeSenim potykali ostatni.

Vérime, ze Ti tento text usnadni reseni tloh v seminafi i jinde a pomiize Ti osvojit si zaklady
matematického uvazovani. To, co se naucis, neni jen schopnost fesit matematické ulohy, ale také
schopnost samostatné hloubéji premyslet. To se Ti urcité bude n€kdy hodit, a to i tehdy, kdyz se
matematikou déle zabyvat nebudes.

Prejeme Ti mnoho radosti pfi objevovani taju matematiky!
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